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Ãëàâà 1
Ââåäåíèå â ëèíåéíîå
ïðîãðàììèðîâàíèå

�1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ

1.1. Çàäà÷åé ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ËÏ) íàçûâàåòñÿ çàäà÷à
íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìà (ìàêñèìóìà èëè ìèíèìóìà) ëèíåéíîé ôîðìû
íà ìíîæåñòâå, çàäàâàåìîì ñèñòåìîé ëèíåéíûõ ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ.

Òàêèì îáðàçîì, îáùàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ èìååò ñëå-
äóþùèé âèä:

f(x1, . . . , xn) = c1x1 + . . . + cnxn → max (min); (1.1)

aj1x1 + . . . + ajnxn = bj, j = 1, . . . , r, (1.2)

aj1x1 + . . . + ajnxn ≤ bj, j = r + 1, . . . ,m, (1.3)

xi ≥ 0, i ∈ I ⊆ {1, . . . , n}. (1.4)

Ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ öåëåâîé ôóíêöèåé, ñèìâîë
”
→ max“

÷èòàåòñÿ êàê
”
ìàêñèìèçèðîâàòü“,

”
íàéòè ìàêñèìóì“, ñèìâîë

”
→ min“ �

”
ìèíèìèçèðîâàòü“,

”
íàéòè ìèíèìóì“. Òî÷êó ñ çàïÿòîé â

(1.1) ìîæíî ÷èòàòü êàê
”
ïðè óñëîâèÿõ, ÷òî...“. Çàäà÷à íà ìàêñèìóì ñâî-

äèòñÿ ê çàäà÷å íà ìèíèìóì, à çàäà÷à íà ìèíèìóì � ê çàäà÷å íà ìàêñèìóì
èçìåíåíèåì çíàêà öåëåâîé ôóíêöèè. Ïîýòîìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ëè-
áî òîëüêî çàäà÷è íà ìàêñèìóì, ëèáî òîëüêî çàäà÷è íà ìèíèìóì. Äëÿ
îïðåäåëåííîñòè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷è íà ìàêñèìóì.
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Ðàâåíñòâà (1.2) è íåðàâåíñòâà (1.3) íàçûâàþòñÿ óñëîâèÿìè èëè îãðà-
íè÷åíèÿìè çàäà÷è. Åñëè â çàäà÷å åñòü óñëîâèÿ âèäà

aj1x1 + . . . + ajnxn ≥ bj ,

òî îíè ñâîäÿòñÿ ê óñëîâèÿì (1.3) óìíîæåíèåì îáåèõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà
íà (�1). Óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè ïåðåìåííûõ (1.4) ÿâëÿþòñÿ ÷àñò-
íûì ñëó÷àåì óñëîâèé (1.3): −xi ≤ 0 . Îäíàêî, â ëèíåéíîì ïðîãðàììè-
ðîâàíèè ïðèíÿòî ðàññìàòðèâàòü èõ îòäåëüíî. Åñëè ïî óñëîâèÿì çàäà÷è
íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ xi ≤ 0 , òî åå ìîæíî ñ÷èòàòü íåîòðèöàòåëüíîé,
èçìåíèâ çíàêè ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ ci è aji (îñóùåñòâèâ çà-
ìåíó ïåðåìåííûõ −xi := xi ).

Îáùàÿ çàäà÷à ËÏ íàçûâàåòñÿ òàêæå çàäà÷åé ñî ñìåøàííûìè óñëîâè-
ÿìè � ðàâåíñòâàìè (1.2) è íåðàâåíñòâàìè (1.3) (óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíî-
ñòè ïåðåìåííûõ, êàê áûëî îòìå÷åíî, ðàññìàòðèâàþòñÿ îòäåëüíî). Òåîðå-
òè÷åñêîå èññëåäîâàíèå è ïîñòðîåíèå ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ËÏ óäîáíî
ïðîâîäèòü äëÿ çàäà÷ ñ îäíîòèïíûìè óñëîâèÿìè:

c1x1 + . . . + cnxn → max ; (1.5)

aj1x1 + . . . + ajnxn = bj, j = 1, . . . ,m , (1.6)

xi ≥ 0 , i = 1, . . . , n , (1.7)

ëèáî

c1x1 + . . . + cnxn → max ; (1.8)

aj1x1 + . . . + ajnxn ≤ bj, j = 1, . . . , m , (1.9)

xi ≥ 0 , i = 1, . . . , n . (1.10)

Çàäà÷à (1.5) � (1.7) íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå (êàíîíè-
÷åñêîé çàäà÷åé ËÏ), çàäà÷à (1.8) � (1.10) � çàäà÷åé â ñòàíäàðòíîé ôîð-
ìå (ñòàíäàðòíîé çàäà÷åé ËÏ). Ôîðìàëüíî, êàíîíè÷åñêàÿ çàäà÷à ñëå-
äóåò èç îáùåé çàäà÷è ËÏ ïðè r = m, I = {1, . . . , n}, à ñòàíäàðò-
íàÿ � ïðè r = 0 è I = {1, . . . , n}.

Ëþáàÿ çàäà÷à ËÏ ëåãêî ïðèâîäèòñÿ êàê ê êàíîíè÷åñêîé, òàê è ê ñòàí-
äàðòíîé ôîðìå, â òîì ÷èñëå, êàíîíè÷åñêàÿ � ê ñòàíäàðòíîé, à ñòàíäàðò-
íàÿ � ê êàíîíè÷åñêîé. Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ïðèåìû òàêîãî ñâåäåíèÿ.
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Ïåðåõîä îò ðàâåíñòâ ê íåðàâåíñòâàì äîñòàòî÷íî î÷åâèäåí � êàæäîå ðà-
âåíñòâî (1.6) ýêâèâàëåíòíî äâóì íåðàâåíñòâàì ïðîòèâîïîëîæíîãî ñìûñ-
ëà:

aj1x1 + . . . + ajnxn ≤ bj ,

−aj1x1 − . . .− ajnxn ≤ −bj .

Ñëåäîâàòåëüíî, êàíîíè÷åñêàÿ çàäà÷à (1.5) � (1.7) ýêâèâàëåíòíà ñòàíäàðò-
íîé çàäà÷å

c1x1 + . . . + cnxn → max ;

aj1x1 + . . . + ajnxn ≤ bj, j = 1, . . . , 2m ,

xi ≥ 0 , i = 1, . . . , n ,

ãäå aji = −aj−m,i, bj = −bj−m äëÿ j = m + 1, . . . , 2m.

Ïåðåõîä îò íåðàâåíñòâ ê ðàâåíñòâàì îñóùåñòâëÿåòñÿ ââåäåíèåì äîïîë-
íèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ. À èìåííî, ñ êàæäûì îãðàíè÷åíèåì (1.9) ñâÿçû-
âàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ

xn+j = bj − (aj1x1 + . . . + ajnxn).

Î÷åâèäíî, ÷òî xn+j ≥ 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
(1.9). Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå (1.9) ìîæíî çàìåíèòü ïàðîé óñëîâèé

aj1x1 + . . . + ajnxn + xn+j = bj,

xn+j ≥ 0.

Òàêèì îáðàçîì, ñòàíäàðòíàÿ çàäà÷à (1.8) � (1.10) ýêâèâàëåíòíà êàíîíè-
÷åñêîé çàäà÷å

c1x1 + . . . + cnxn → max ; (1.11)

aj1x1 + . . . + ajnxn + xn+j = bj, j = 1, . . . , m , (1.12)

xi ≥ 0 , i = 1, . . . , n + m . (1.13)

Îòìåòèì, ÷òî, â îòëè÷èå îò èñõîäíîé çàäà÷è (1.8) � (1.10), èìåþùåé n ïå-
ðåìåííûõ, â çàäà÷å (1.11) � (1.13) ÷èñëî ïåðåìåííûõ ðàâ-
íî n + m , ïðè÷åì ïîñëåäíèå (äîïîëíèòåëüíûå) m ïåðåìåííûõ
xn+1, . . . , xn+m âõîäÿò â öåëåâóþ ôóíêöèþ ñ íóëåâûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè: cn+1 = . . . = cn+m = 0.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ xi çàäà÷è ËÏ íå èìå-
åò îãðàíè÷åíèé íà çíàê. Ïîëîæèì â ýòîì ñëó÷àå

xi = max{0, xi}, xi = max{0,−xi}.
7



Òîãäà, î÷åâèäíî, xi ≥ 0, xi ≥ 0, xi = xi−xi. Òî åñòü, â ðàññìàòðèâàåìîì
ñëó÷àå ïåðåìåííóþ xi ìîæíî çàìåíèòü ðàçíîñòüþ äâóõ íåîòðèöàòåëüíûõ
ïåðåìåííûõ.

Ï ð è ì å ð 1.1. Ïðèâåäåì ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå ñëåäóþùóþ çàäà÷ó
ËÏ:

−x1 − 2x2 + x3 → max; (1.14)

x1 + x2 + x3 = 1, (1.15)

x1 − x2 + 2x3 ≤ 3, (1.16)

x1 ≥ 0. (1.17)

Ïîëàãàÿ çäåñü x2 = x2−x2, x3 = x3−x3, x2 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x3 ≥ 0,
è, äîáàâëÿÿ ê ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (1.16) íåîòðèöàòåëüíóþ ïåðåìåí-
íóþ x4 , ïðèõîäèì ê êàíîíè÷åñêîé çàäà÷å

− x1 − 2x2 + 2x2 + x3 − x3 → max; (1.18)

x1 + x2 − x2 + x3 − x3 = 1, (1.19)

x1 − x2 + x2 + 2x3 − 2x3 + x4 = 3, (1.20)

x1, x2, x2, x3, x3, x4 ≥ 0. (1.21)

Ïåðåìåííûå ýòîé çàäà÷è ïåðåîáîçíà÷èì ñëåäóþùèì îáðàçîì: z1 = x1,
z2 = x2, z3 = x2, z4 = x3, z5 = x3, z6 = x4. Òîãäà çàäà÷à (1.18) � (1.21)
ïðèíèìàåò âèä:

− z1 − 2z2 + 2z3 + z4 − z5 → max; (1.22)

z1 + z2 − z3 + z4 − z5 = 1, (1.23)

z1 − z2 + z3 + 2z4 − 2z5 + z6 = 3, (1.24)

zi ≥ 0, i = 1, . . . , 6. (1.25)

Ñâÿçü ìåæäó ïåðåìåííûìè èñõîäíîé çàäà÷è (1.14) � (1.17) è ïåðåìåí-
íûìè çàäà÷è (1.22) � (1.25) çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè x1 = z1, x2 = z2 − z3,

x3 = z4 − z5 .

1.2. Âñþäó íèæå ÷åðåç Rn áóäåì îáîçíà÷àòü n � ìåðíîå åâêëèäîâî
ïðîñòðàíñòâî � ñîâîêóïíîñòü n � ìåðíûõ âåêòîðîâ x = (x1, . . . , xn),
y = (y1, . . . , yn), . . . ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

〈x, y〉 =
n∑

i=1

xiyi .
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×åðåç Mm,n áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö ðàçìåðíîñòè
m× n, à ÷åðåç Mn � ìíîæåñòâî êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n.

Èçâåñòíî, ÷òî êàæäûé âåêòîð x ∈ Rn ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ìàòðè-
öåé, ñîñòîÿùåé èç îäíîãî ñòîëáöà (âåêòîð-ñòîëáöîì) èëè èç îäíîé ñòðîêè
(âåêòîð-ñòðîêîé). Ìû áóäåì ñ÷èòàòü âåêòîðû x ∈ Rn âåêòîð-ñòîëáöàìè:

x =




x1

. . .

xn


 .

Òàêèì îáðàçîì, çàïèñü x = (x1, . . . , xn) îçíà÷àåò, ÷òî ýòî � âåêòîð-ñòîëáåö
x ∈ Rn. Çàïèñü æå [x1 . . . xn] áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ýòî � âåêòîð-ñòðîêà xT ,
ãäå ñèìâîë

”
T “ îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèöû (âåêòîðà). Åñëè

âåêòîðû x, y ∈ Rn , òî ïî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ ìàòðèö,

xTy = [x1 . . . xn] ·



y1

. . .

yn


 =

n∑
i=1

xiyi .

Òî åñòü, â òåðìèíàõ ìàòðèö ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈x, y〉 = xTy. Íàïîì-
íèì òàêæå, ÷òî ðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà ìåæäó âåêòîðàìè ïîíèìàþòñÿ
â ïîêîìïîíåíòíîì ñìûñëå:

x = y ∼ xi = yi , i = 1, . . . , n,

x ≥ y ∼ xi ≥ yi , i = 1, . . . , n.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè x ∈ Rn, òî x ≥ 0 îçíà÷àåò, ÷òî xi ≥ 0 äëÿ âñåõ
i = 1, . . . , n (0 = (0, . . . , 0) ∈ Rn).

1.3. Ðàññìîòðèì, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, êàíîíè÷åñêóþ çàäà÷ó (1.5)�(1.7).
Ââåäåì âåêòîðû c = (c1, . . . , cn), x = (x1, . . . , xn), b = (b1, . . . , bm) è ìàò-
ðèöó

A = [aji]
m,n
j,i=1 =




a11 . . . a1n

· · · · · · · · ·
am1 . . . amn


 .

Òîãäà, î÷åâèäíî, çàäà÷ó (1.5)�(1.7) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

〈c, x〉 → max; Ax = b, x ≥ 0 . (1.26)
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Âåêòîð c íàçûâàåòñÿ öåëåâûì âåêòîðîì, âåêòîð x � ïëàíîì çàäà÷è,
âåêòîð b � âåêòîðîì îãðàíè÷åíèé, à ìàòðèöà A � ìàòðèöåé óñëîâèé.
Ñòîëáöû ìàòðèöû A, âåêòîðû

a1 =




a11

. . .

am1


 , . . . , an =




a1n

. . .

amn




íàçûâàþòñÿ âåêòîðàìè óñëîâèé. Ëåâóþ ÷àñòü óñëîâèÿ Ax = b èíîãäà
óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè (ñ êîýôôèöèåíòàìè
xi) âåêòîðîâ óñëîâèé:

Ax =




a11

. . .

am1


 x1 + . . . +




a1n

. . .

amn


 xn =

n∑
i=1

xia
i .

Ìíîæåñòâî ïëàíîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì çàäà÷è, íàçûâàåòñÿ
äîïóñòèìûì ìíîæåñòâîì èëè ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ ïëàíîâ. Ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü åãî ÷åðåç X, à ñàìó çàäà÷ó (1.26) ìîæåì òîãäà çàïèñàòü
â âèäå

f(x) = 〈c, x〉 → max; x ∈ X ,

X = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0} .

Âåêòîðû x ∈ X íàçûâàþòñÿ, åñòåñòâåííî, äîïóñòèìûìè âåêòîðàìè èëè
äîïóñòèìûìè ïëàíàìè. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èìåòü äåëî òîëüêî ñ
äîïóñòèìûìè ïëàíàìè, ïîýòîìó, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ïîä ìíî-
æåñòâîì ïëàíîâ è ïëàíîì áóäåì ïîíèìàòü äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî è äî-
ïóñòèìûé ïëàí, ñîîòâåòñòâåííî.

Ðåøåíèåì çàäà÷è ËÏ èëè îïòèìàëüíûì ïëàíîì íàçûâàåòñÿ òî÷êà
ìàêñèìóìà ôóíêöèè f(x) = 〈c, x〉 íà ìíîæåñòâå X . Îïòèìàëüíûå ïëàíû
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç x∗, à ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ � ÷åðåç
X∗. Â çàäà÷àõ íà ýêñòðåìóì ìíîæåñòâî òî÷åê ìàêñèìóìà ôóíêöèè f(x)
íà ìíîæåñòâå X ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü êàê Argmax

X
f(x), à ïðîèçâîëüíóþ

òî÷êó ìàêñèìóìà � êàê argmax
X

f(x). Òàêèì îáðàçîì,

X∗ = Argmax
X

f(x), x∗ = argmax
X

f(x) .

Çàäà÷à (1.26) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòðè÷íóþ ôîðìó êàíîíè÷åñêîé çà-
äà÷è (1.5)�(1.7). Ìàòðè÷íàÿ ôîðìà ñòàíäàðòíîé çàäà÷è (1.8)�(1.10) èìå-
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åò âèä:
〈c, x〉 → max; Ax ≤ b, x ≥ 0,

ãäå c, x ∈ Rn, b ∈ Rm, A ∈ Mm,n. Ýêâèâàëåíòíàÿ ýòîé çàäà÷å êàíîíè÷å-
ñêàÿ çàäà÷à (1.11)�(1.13) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

〈c, x〉 → max; Ax + u = b, x ≥ 0, u ≥ 0, (1.27)

ãäå u = (u1, . . . , um) = (xn+1, . . . , xn+m) � âåêòîð äîïîëíèòåëüíûõ ïå-
ðåìåííûõ. Îòìåòèì, ÷òî â çàäà÷å (1.27) öåëåâîé âåêòîð c = (c1, . . . , cn,

0, . . . , 0) = (c, 0) ∈ Rn+m, ìàòðèöà óñëîâèé A = [A E], ãäå E ∈ Mm �
åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à ïëàí çàäà÷è z = (x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xn+m) =
= (x, u) :

〈c, z〉 = 〈(c, 0), (x, u)〉 = 〈c, x〉+ 〈0, u〉 = 〈c, x〉,

Az = [A E] ·
[

x

u

]
= Ax + u .

Íàêîíåö, îáùóþ çàäà÷ó ËÏ (1.1)�(1.4) â ìàòðè÷íîé ôîðìå ìîæíî
ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

〈c, x〉 → max; Ax = b, Ax ≤ b, xi ≥ 0, i ∈ I.

Çäåñü c, x ∈ Rn, b = (b1, . . . , br), b = (br+1, . . . , bm), à ìàòðèöû óñëîâèé
A è A èìåþò âèä:

A =




a11 . . . a1n

· · · · · · · · ·
ar1 . . . arn


 , A =




ar+1,1 . . . ar+1,n

· · · · · · · · ·
am1 . . . amn


 .

Óïðàæíåíèÿ

1.1. Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) (íå îáÿçàòåëüíî ëèíåéíûå) îïðåäåëåíû
íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå X. Äîêàçàòü, ÷òî

i. sup
X

f(x) = − inf
X

[−f(x)] ,

inf
X

f(x) = − sup
X

[−f(x)] ;
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ii. äëÿ ëþáîé êîíñòàíòû k

sup
X

[f(x) + k] = sup
X

f(x) + k ,

inf
X

[f(x) + k] = inf
X

f(x) + k ;

iii. äëÿ ëþáîãî ÷èñëà λ > 0

sup
X

[λf(x)] = λ sup
X

f(x) ,

inf
X

[λf(x)] = λ inf
X

f(x) ;

iv. sup
X

[f(x) + g(x)] ≤ sup
X

f(x) + sup
X

g(x) ,

inf
X

[f(x) + g(x)] ≥ inf
X

f(x) + inf
X

g(x) .

1.2. Ôóíêöèÿ f(x) : Rn → R1 íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíîé, åñëè
f(x) = f1(x1) + . . . + fn(xn). Ìíîæåñòâî X óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ
(x1, . . . , xn), ãäå xi ∈ Xi, i = 1, . . . , n, íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì èëè äåêàðòî-
âûì ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ X1, . . . , Xn è îáîçíà÷àåòñÿ X1 × . . .×Xn .

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) : Rn → R1 � ñåïàðàáåëüíàÿ, ìíîæåñòâî X �
ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ Xi ⊂ R1, i = 1, . . . , n. Äîêàçàòü ÷òî
max

X
f(x) ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî i =

= 1, . . . , n ñóùåñòâóåò max
Xi

fi(xi). Ïðè ýòîì

max
X

f(x) =
n∑

i=1

max
Xi

fi(xi) .

1.3. Ðåøèòü çàäà÷ó

f(x) =
n∑

i=1

cixi → extr; αi ≤ xi ≤ βi, i = 1, . . . , n .

Çäåñü è â äàëüíåéøåì
”
→ extr“ îçíà÷àåò, ÷òî òðåáóåòñÿ èññëåäîâàòü çà-

äà÷ó êàê íà ìàêñèìóì, òàê è íà ìèíèìóì.
1.4. Äîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à ËÏ

〈c, x〉 → max; Ax < b

íå èìååò ðåøåíèÿ. Ïî÷åìó?
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1.5. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

〈c, x〉 → max; Ax = b,

ãäå A ∈ Mm,n. Äîêàçàòü, ÷òî ëèáî ýòà çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ, ëèáî
ëþáîé äîïóñòèìûé ïëàí ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, ïðè÷åì ïîñëåäíåå èìååò
ìåñòî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè âåêòîð c åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
ñòðîê ìàòðèöû A, ò.å. ñóùåñòâóåò âåêòîð y òàêîé, ÷òî c = ATy.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ËÏ òîëüêî ñ îãðàíè÷åíèÿìè�ðàâåíñòâàìè íå
ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà. Ñòðîãî ãîâîðÿ, îíà è íå ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ëèíåé-
íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ýòî � êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à íà óñëîâíûé ýêñòðå-
ìóì, èçâåñòíàÿ èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

1.6. Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíóþ çàäà÷ó ËÏ

〈c, x〉 → max; Ax ≤ b, x ≥ 0 (1.28)

è ñîîòâåòñòâóþùóþ åé êàíîíè÷åñêóþ çàäà÷ó

〈c, x〉 → max; Ax + u = b, x ≥ 0, u ≥ 0 . (1.29)

Äîêàçàòü, ÷òî çàäà÷è (1.28) è (1.29) ýêâèâàëåíòíû â òîì ñìûñëå, ÷òî
i. åñëè äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî çàäà÷è (1.28) ïóñòî, òî ïóñòî è äîïóñòè-

ìîå ìíîæåñòâî çàäà÷è (1.29), è íàîáîðîò;
ii. åñëè öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è (1.28) íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó íà ìíî-

æåñòâå ïëàíîâ, òî íåîãðàíè÷åíà ñâåðõó è öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è (1.29),
è íàîáîðîò;

iii. åñëè x∗ � ðåøåíèå çàäà÷è (1.28), òî ñóùåñòâóåò u∗ òàêîé, ÷òî ïà-
ðà (x∗, u∗) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1.29), è íàîáîðîò, åñëè (x∗, u∗) �
ðåøåíèå çàäà÷è (1.29), òî x∗ � ðåøåíèå çàäà÷è (1.28).

1.7. Çàäà÷à ËÏ

〈c, x〉 → max; Ax = b, αi ≤ xi ≤ βi, i = 1, . . . , n ,

ãäå A ∈ Mm,n íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé ñ äâóñòîðîííèìè îãðàíè÷åíèÿìè íà
ïåðåìåííûå. Ïðèâåñòè åå ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå. Âûïèñàòü ìàòðèöó óñëî-
âèé è âåêòîð îãðàíè÷åíèé ïîëó÷åííîé çàäà÷è.
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�2. Ïðèìåðû çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

2.1. Çàäà÷à ïëàíèðîâàíèÿ ïðîèçâîäñòâà

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäñòâåííóþ ñèñòåìó, íàïðèìåð, çàâîä, âûïóñêàþ-
ùóþ n âèäîâ ïðîäóêöèè � P1, P2, . . . , Pn. Íà ïðîèçâîäñòâî êàæäîãî âèäà
ïðîäóêöèè ðàñõîäóþòñÿ ðàçëè÷íûå ðåñóðñû (ìàòåðèàëû, òðóä, ýëåêòðî-
ýíåðãèÿ è ò.ä.). Âñåãî â ïðîèçâîäñòâå èñïîëüçóþòñÿ m ðàçëè÷íûõ ðåñóð-
ñîâ R1, R2, . . . , Rm. Êîëè÷åñòâà ðåñóðñîâ êàæäîãî âèäà, êîòîðûìè ðàñ-
ïîëàãàåò çàâîä â òå÷åíèå ïëàíîâîãî ïåðèîäà, ðàâíû b1, b2, . . . , bm. Îòâëå-
êàÿñü îò êîíêðåòíîãî ñîäåðæàíèÿ ïðîèçâîäñòâåííûõ îïåðàöèé, â ðåçóëü-
òàòå êîòîðûõ ðåñóðñû ïðåâðàùàþòñÿ â ïðîäóêòû, òåõíîëîãèþ ïðîèçâîä-
ñòâà ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé òåõíîëîãè÷åñêîé ìàòðèöû
:

P1 P2 . . . Pn

R1 a11 a12 . . . a1n

R2 a21 a22 . . . a2n

· · · · · · · · · · · · · · ·
Rm am1 am2 . . . amn

(2.1)

Êàæäûé ýëåìåíò ýòîé ìàòðèöû aji, ñòîÿùèé íà ïåðåñå÷åíèè j � òîé
ñòðîêè è i � òîãî ñòîëáöà, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîëè÷åñòâî ðåñóðñà Rj,
ðàñõîäóåìîå íà ïðîèçâîäñòâî åäèíèöû ïðîäóêöèè Pi. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå
ýëåìåíòû aji ≥ 0 è, åñëè aji = 0 äëÿ íåêîòîðûõ j è i, òî ýòî îçíà÷àåò,
÷òî j � òûé ðåñóðñ íå èñïîëüçóåòñÿ â ïðîèçâîäñòâå i � òîé ïðîäóêöèè.
Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî êàæäàÿ ñòðîêà è êàæäûé ñòîëáåö ìàòðèöû (2.1)
äîëæíû ñîäåðæàòü õîòÿ áû îäèí íåíóëåâîé ýëåìåíò.

Ïóñòü x1(åä.) � ïëàí ïðîèçâîäñòâà ïðîäóêöèè P1, x2(åä.) � ïëàí ïðî-
èçâîäñòâà ïðîäóêöèè P2, . . . , xn(åä.) � ïëàí ïðîèçâîäñòâà ïðîäóêöèè Pn.

Ñîâîêóïíîñòü ýòèõ ïëàíîâ x = (x1, x2, . . . , xn) íàçîâåì ïëàíîì ïðî-
èçâîäñòâà, à åãî ñîñòàâëÿþùèå x1, x2, . . . , xn � êîìïîíåíòàìè ïëàíà.
Ïðè çàäàííîì ïëàíå x = (x1, . . . , xn) âåëè÷èíà ajixi ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé êîëè÷åñòâî ðåñóðñà Rj ðàñõîäóåìîå íà ïðîèçâîäñòâî (âñåé) ïðîäóê-
öèè Pi. Ñóììèðóÿ äëÿ ôèêñèðîâàííîãî j âåëè÷èíû ajixi ïî âñåì âèäàì
ïðîäóêöèè (ïî i = 1, . . . , n), ïîëó÷èì îáùèé ðàñõîä j � òîãî ðåñóðñà:
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aj1x1 +aj2x2 + . . .+ajnxn. Î÷åâèäíî, ÷òî îí íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü âåëè-
÷èíû bj. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé äîïóñòèìûé ïëàí ïðîèçâîäñòâà äîëæåí
óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì

a11x1 + . . . + a1nxn ≤ b1,
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

am1x1 + . . . + amnxn ≤ bm.

(2.2)

Íó è êîíå÷íî, êîìïîíåíòû ïëàíà äîëæíû áûòü íåîòðèöàòåëüíû:

x1 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0 . (2.3)

Ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (2.2) è (2.3) îïðåäåëÿåò âñå ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ
ïëàíîâ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðèáûëü îò ïðîèçâîäñòâà åäèíèöû ïðîäóêöèè Pi

ðàâíà ci(ðóá.). Òîãäà ñóììàðíàÿ ïðèáûëü ïðè ïëàíå ïðîèçâîäñòâà x =
= (x1, . . . , xn) ðàâíà c1x1+ . . .+cnxn, à ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ ïðèáûëü
ðàâíà ìàêñèìóìó ëèíåéíîé ôîðìû f(x) = c1x1 + . . .+cnxn íà ìíîæåñòâå
äîïóñòèìûõ ïëàíîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîíèìàÿ ïîä îïòèìàëüíûì ïëàíîì ïëàí, ìàêñèìèçè-
ðóþùèé ïðèáûëü, çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî ïëàíèðîâàíèÿ äëÿ ðàññìàòðèâà-
åìîé ïðîèçâîäñòâåííîé ñèñòåìû ìîæíî ïîñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(x) = c1x1 + . . . + cnxn → max ; (2.4)

aj1x1 + . . . + ajnxn ≤ bj, j = 1, . . . , m, (2.5)

xi ≥ 0, i = 1, . . . , n . (2.6)

Ýòî � ñòàíäàðòíàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Äðóãîé âàðèàíò çàäà÷è ïðîèçâîäñòâåííîãî ïëàíèðîâàíèÿ, ïðèâîäÿ-

ùèé ê òîé æå ñàìîé ìîäåëè (2.4) � (2.6) ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Ïóñòü â ïðîèçâîäñòâå íåêîòîðîãî ïðîäóêòà èñïîëüçóåòñÿ m âèäîâ ðå-

ñóðñîâ, çàïàñû êîòîðûõ ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, b1, . . . , bm. Ðàññìàòðèâàå-
ìûé ïðîäóêò ìîæåò ïðîèçâîäèòüñÿ ñ ïîìîùüþ n òåõíîëîãè÷åñêèõ ñïîñî-
áîâ (òåõíîëîãèé). Ïîä èíòåíñèâíîñòüþ èñïîëüçîâàíèÿ i � òîé òåõíîëî-
ãèè áóäåì ïîíèìàòü âðåìÿ, â òå÷åíèè êîòîðîãî èñïîëüçóåòñÿ ýòà òåõíî-
ëîãèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè ðàáîòå ïî i � òîé òåõíîëîãèè ñ èíòåíñèâíî-
ñòüþ xi ïðîèçâîäèòñÿ cixi åäèíèö ïðîäóêòà è ïîòðåáëÿåòñÿ ajixi åäèíèö
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j � òîãî ðåñóðñà, òàê ÷òî ci è aji ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé, ñîîòâåòñòâåííî,
êîëè÷åñòâî ïðîèçâåäåííîãî ïðîäóêòà è ïîòðåáëåíèå j � òîãî ðåñóðñà ïðè
ðàáîòå ïî i � òîé òåõíîëîãèè ñ åäèíè÷íîé èíòåíñèâíîñòüþ. Ïîñòàâèì çà-
äà÷ó � íàéòè òàêèå èíòåíñèâíîñòè x1, . . . , xn èñïîëüçîâàíèÿ êàæäîãî èç
òåõíîëîãè÷åñêèõ ñïîñîáîâ, ïðè êîòîðûõ êîëè÷åñòâî ïðîèçâåäåííîãî ïðî-
äóêòà áóäåò ìàêñèìàëüíî. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü
ýòîé çàäà÷è èìååò âèä (2.4) �(2.6).

2.2. Çàäà÷à î ðàöèîíå

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàöèîí êîðìëåíèÿ æèâîòíûõ ìîæåò áûòü ñîñòàâ-
ëåí èç n âèäîâ êîðìîâ K1, . . . , Kn. Êàæäûé âèä êîðìà ñîäåðæèò îä-
íî èëè íåñêîëüêî èç m íåîáõîäèìûõ æèâîòíûì ïèòàòåëüíûõ âåùåñòâ
Q1, . . . , Qm. Ñîäåðæàíèå ïèòàòåëüíûõ âåùåñòâ â êàæäîì èç êîðìîâ èç-
âåñòíî è ñîñòàâëÿåò aji åäèíèö (íàïðèìåð, ã) ïèòàòåëüíîãî âåùåñòâà Qj

â åäèíèöå (ñêàæåì, êã) êîðìà Ki. Èçâåñòíû òàêæå ñòîèìîñòü ci åäèíèöû
êàæäîãî èç êîðìîâ Ki è ìèíèìàëüíî äîïóñòèìûå íîðìû bj(åä.) ñîäåð-
æàíèÿ ïèòàòåëüíîãî âåùåñòâà Qj â ðàöèîíå. Òðåáóåòñÿ ñîñòàâèòü ðàöè-
îí ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèé çàäàííûì òðåáîâàíèÿì ïî
ñîäåðæàíèþ â íåì ïèòàòåëüíûõ âåùåñòâ.

Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç xi êîëè÷åñòâî åäèíèö i � òîãî êîðìà â ðàöèîíå, ïî-
ëó÷èì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ËÏ:

f(x) = c1x1 + . . . + cnxn → min ;

aj1x1 + . . . + ajnxn ≥ bj, j = 1, . . . , m ,

xi ≥ 0, i = 1, . . . , n .

2.3. Òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à

Ïóñòü èìååòñÿ n ïóíêòîâ ïðîèçâîäñòâà P1, . . . , Pn è m ïóíêòîâ ïî-
òðåáëåíèÿ Q1, . . . , Qm íåêîòîðîãî îäíîðîäíîãî ïðîäóêòà. Â i � òîì ïóíê-
òå ïðîèçâîäñòâà Pi ïðîèçâîäèòñÿ pi åäèíèö ïðîäóêòà, â j � òîì ïóíêòå
ïîòðåáëåíèÿ Qj ïîòðåáëÿåòñÿ qj åäèíèö ïðîäóêòà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
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ïðîèçâîäñòâî ðàâíî ïîòðåáëåíèþ:
n∑

i=1

pi =
m∑

j=1

qj .

Ïóñòü ñòîèìîñòü ïåðåâîçêè åäèíèöû ïðîäóêòà èç Pi â Qj ðàâíà cij. Òðå-
áóåòñÿ ñîñòàâèòü òàêîé ïëàí ïåðåâîçîê ïðîèçâîäèìîãî ïðîäóêòà èç ïóíê-
òîâ ïðîèçâîäñòâà â ïóíêòû ïîòðåáëåíèÿ, ÷òîáû âåñü ïðîäóêò èç ïóíêòîâ
ïðîèçâîäñòâà áûë âûâåçåí, ïîòðåáíîñòè âñåõ ïóíêòîâ ïîòðåáëåíèÿ áûëè
óäîâëåòâîðåíû è ïðè ýòîì òðàíñïîðòíûå èçäåðæêè áûëè áû ìèíèìàëü-
íû.

Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç xij ïëàí ïåðåâîçîê (åä. ïðîäóêòà) èç Pi â Qj, ïðèõî-
äèì ê ñëåäóþùåé çàäà÷å ËÏ:

n∑

i=1

m∑

j=1

cijxij → min ; (2.7)

m∑
j=1

xij = pi , i = 1, . . . , n , (2.8)

n∑
i=1

xij = qj , j = 1, . . . , m , (2.9)

xij ≥ 0 , i = 1, . . . , n , j = 1, . . . , m . (2.10)

2.4. Ðàñêðîéíûå çàäà÷è

Ïóñòü íà çàãîòîâèòåëüíûé ó÷àñòîê ïîñòóïàåò íåêîòîðûé ìàòåðèàë â
âèäå ïîëîñ îäèíàêîâîé äëèíû L (áàëêè, ðåëüñû, äîñêè è ò.ï.). Èç ýòèõ
ïîëîñ òðåáóåòñÿ îòðåçàòü m âèäîâ çàãîòîâîê, ïðè÷åì çàãîòîâêè j � òîãî
âèäà èìåþò äëèíó lj è èõ òðåáóåòñÿ bj øòóê (j = 1, . . . , m).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëî âñåâîçìîæíûõ ñïîñîáîâ ðàñêðîÿ îäíîé ïî-
ëîñû ìàòåðèàëà íà çàãîòîâêè ðàâíî n è ïðè i �òîì ñïîñîáå ðàñêðîÿ
(i = 1, . . . , n) èç êàæäîé ïîëîñû ïîëó÷àåòñÿ aji çàãîòîâîê j � òîãî âè-
äà. Î÷åâèäíî, ÷òî

m∑
j=1

ajilj ≤ L, i = 1, . . . , n .
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Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç xi êîëè÷åñòâî ïîëîñ, ïëàíèðóåìûõ ê ðàñêðîþ
i � òûì ñïîñîáîì, è ñ÷èòàÿ, ÷òî öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå òðåáóåìîãî
àññîðòèìåíòà çàãîòîâîê ïðè ìèíèìàëüíîì ðàñõîäå ïîñòóïàþùåãî ìàòå-
ðèàëà, ðàññìàòðèâàåìóþ çàäà÷ó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

n∑
i=1

xi → min ; (2.11)

n∑
i=1

ajixi = bj , j = 1, . . . , m , (2.12)

xi ≥ 0 , i = 1, . . . , n . (2.13)

Çàäà÷à (2.11) � (2.13) íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé ëèíåéíîãî àññîðòèìåíòíîãî
ðàñêðîÿ. Äðóãîé âàðèàíò ðàñêðîéíîé çàäà÷è ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: òðå-
áóþòñÿ íå ñàìè çàãîòîâêè â çàäàííîì àññîðòèìåíòå b = (b1, . . . , bm), à
êîìïëåêòû çàãîòîâîê, êàæäûé èç êîòîðûõ äîëæåí ñîñòîÿòü èç k1 çàãî-
òîâîê 1�ãî âèäà, k2 çàãîòîâîê 2�ãî âèäà, . . . , km çàãîòîâîê m�òîãî âèäà.
Ïðè ýòîì ÷èñëî ïîëîñ èñõîäíîãî ìàòåðèàëà îãðàíè÷åíî è ðàâíî q. Öåëüþ
çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìèçàöèÿ ÷èñëà êîìïëåêòîâ.

Åñëè, ïî-ïðåæíåìó, xi � ÷èñëî ïîëîñ, ïëàíèðóåìûõ ê ðàñêðîþ i � òûì
ñïîñîáîì, òî

n∑
i=1

ajixi � êîëè÷åñòâî çàãîòîâîê j � òîãî âèäà. Ýòèì êî-

ëè÷åñòâîì çàãîòîâîê ìîæíî îáåñïå÷èòü 1

kj

n∑
i=1

ajixi êîìïëåêòîâ, à ÷èñëî
ïîëíûõ êîìïëåêòîâ ðàâíî, î÷åâèäíî,

min

{
1

k1

n∑

i=1

a1ixi, . . . ,
1

km

n∑

i=1

amixi

}
.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé çàäà÷å:

min
j=1,m

1

kj

n∑
i=1

ajixi → max ; (2.14)

n∑
i=1

xi = q, xi ≥ 0, i = 1, . . . , n . (2.15)
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Çàäà÷è âèäà (2.14), (2.15) íàçûâàþòñÿ çàäà÷àìè íà ìèíèìàêñ. Ñòðî-
ãî ãîâîðÿ, îíè íå ÿâëÿþòñÿ çàäà÷àìè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òàê
êàê öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çäåñü óæå íå ëèíåéíàÿ, à êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ (íèæ-

íÿÿ îãèáàþùàÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèé fj(x) =
1

kj

n∑
i=1

ajixi, j = 1, . . . , m ).

Îäíàêî çàäà÷à (2.14), (2.15) ëåãêî ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ËÏ ââåäåíèåì äî-
ïîëíèòåëüíîé ïåðåìåííîé

xn+1 = min
j=1,m

1

kj

n∑

i=1

ajixi .

Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ, xn+1 ≤ 1

kj

n∑

i=1

ajixi äëÿ âñåõ j = 1, . . . , m è ìû

ïðèõîäèì ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

xn+1 → max ; (2.16)

n∑
i=1

xi = q , (2.17)

n∑

i=1

ajixi − xn+1 ≥ 0 , j = 1, . . . , m , (2.18)

xi ≥ 0 , i = 1, . . . , n , (2.19)

ãäå aji = aji/kj .

Óïðàæíåíèÿ

2.1. Ðàññìîòðèì òðàíñïîðòíóþ çàäà÷ó (2.7) � (2.10). Ñ÷èòàÿ ïåðåìåí-
íûå xij êîìïîíåíòàìè âåêòîðà x = (x11, x12, . . . , xnm) çàäà÷ó (2.7) � (2.10)
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå:

〈c, x〉 → min ; Ax = b , x ≥ 0 .

Âûïèøèòå ìàòðèöó óñëîâèé ýòîé çàäà÷è.
2.2. Ïðèâåäèòå ê ñòàíäàðòíîé ôîðìå çàäà÷ó (2.16) � (2.19). Âûïèøèòå

åå öåëåâîé âåêòîð, âåêòîð îãðàíè÷åíèé è ìàòðèöó óñëîâèé.
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�3. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ
çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

3.1. Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.
Î ï ð å ä å ë å í è å 3.1. Ïóñòü x, y � äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè â Rn.

Ñîâîêóïíîñòü òî÷åê âèäà

λx + (1− λ)y = y + λ(x− y) , −∞ < λ < +∞ (3.1)

íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè x è y.
Î ï ð å ä å ë å í è å 3.2. Ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó a ∈ Rn ñ

íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì p ∈ Rn, íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü òî÷åê âèäà

a + λp , −∞ < λ < +∞ . (3.2)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðÿìûå (3.1) è (3.2) ñîâïàäàþò ïðè a = y è p = x − y

(ñì. ðèñ. 3.1).
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Ðèñ. 3.1
Î ï ð å ä å ë å í è å 3.3. Ëó÷îì, èñõîäÿùèì èç òî÷êè a ∈ Rn â

íàïðàâëåíèè âåêòîðà p ∈ Rn, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê âèäà

a + λp , λ ≥ 0 .

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.4. Îòðåçêîì, ñîåäèíÿþùèì òî÷êè x, y ∈ Rn,

íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

[x, y] = {z ∈ Rn : z = λx + (1− λ)y = y + λ(x− y) , 0 ≤ λ ≤ 1} .

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.5. Ìíîæåñòâî X ∈ Rn íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì,
åñëè âìåñòå ñ ëþáûìè ñâîèìè òî÷êàìè x è y îíî ñîäåðæèò è âåñü îòðåçîê,
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èõ ñîåäèíÿþùèé, òî åñòü, åñëè òî÷êà z = λx + (1− λ)y ∈ X ïðè ëþáûõ
x, y ∈ X è λ ∈ [0, 1] .

Íà ðèñ. 3.2 è 3.3 èçîáðàæåíû âûïóêëûå ìíîæåñòâà, íà ðèñ. 3.4 � íåâû-
ïóêëîå ìíîæåñòâî.
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Ïðîñòåéøèìè ïðèìåðàìè âûïóêëûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ ïðÿìàÿ,
ëó÷, âñå ïðîñòðàíñòâî Rn. Ïóñòîå ìíîæåñòâî è ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç
îäíîé òî÷êè, òàêæå ñ÷èòàþòñÿ âûïóêëûìè. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìíî-
æåñòâî ïëàíîâ çàäà÷è ËÏ � âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü,
íàïðèìåð,

X = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0}.
Òîãäà, åñëè z = λx + (1 − λ)y, ãäå x, y ∈ X, λ ∈ [0, 1], òî z ≥ 0 è
Az = λAx + (1− λ)Ay = λb + (1− λ)b = b. Ñëåäîâàòåëüíî, z ∈ X .

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.6. Ïóñòü X è x - ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâî è âåêòîð
èç Rn, ñîîòâåòñòâåííî. Ñäâèãîì, èëè òðàíñëÿíòîì ìíîæåñòâà X íà
âåêòîð x (êîðî÷å, x � òðàíñëÿíòîì ìíîæåñòâà X) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

X + x = {z = x + x : x ∈ X}.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñäâèã âûïóêëîãî ìíîæåñòâà íà ïðîèçâîëüíûé
âåêòîð x ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîæåñòâîì.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.7. Ìíîæåñòâî

H = H(a, β) = {x ∈ Rn : 〈a, x〉 = β , a 6= 0}
íàçûâàåòñÿ ãèïåðïëîñêîñòüþ. Âåêòîð a íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì âåêòî-
ðîì (âåêòîðîì íîðìàëè) ãèïåðïëîñêîñòè H.

Âåêòîð a è ÷èñëî β çàäàþò ãèïåðïëîñêîñòü ñ òî÷íîñòüþ äî îáùåãî
íåíóëåâîãî ìíîæèòåëÿ. Ïðè n = 2 ãèïåðïëîñêîñòü � ýòî ïðÿìàÿ, ïðè
n = 3 � ïëîñêîñòü.
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Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð x ∈ H(a, β). Ëþáîé âåêòîð x ∈ H(a, β)
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå x = y + x, ãäå y ∈ H(a, 0) = {y ∈ Rn :
〈a, y〉 = 0} : 〈a, x〉 = 〈a, y〉 + 〈a, x〉 = β. Ñëåäîâàòåëüíî, ãèïåðïëîñêîñòü
H(a, β) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñäâèã ãèïåðïëîñêîñòè H(a, 0) íà âåêòîð x

(ñì. ðèñ. 3.5). Çàìåòèì, ÷òî âåêòîð a îðòîãîíàëåí ãèïåðïëîñêîñòè H(a, 0).
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Ïóñòü òî÷êè x, y ∈ H(a, β). Òîãäà è âñÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
ýòè òî÷êè, ïðèíàäëåæèò ãèïåðïëîñêîñòè H:

〈a, y + λ(x− y)〉 = 〈a, y〉+ λ[〈a, x〉 − 〈a, y〉] = β + λ[β − β] = β . (3.3)

Èç (3.3) òàêæå ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð íîðìàëè a îðòîãîíàëåí íàïðàâëÿþ-
ùåìó âåêòîðó p = x− y ëþáîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ëþáûå òî÷êè
x, y ∈ H.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.8. Ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðïëîñêîñòåé
íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ìíîãîîáðàçèåì (åñëè ýòî ïåðåñå÷åíèå íå ïóñòî).

Ïóñòü H(a, β) � íåêîòîðàÿ ãèïåðïëîñêîñòü. Â ïðîñòðàíñòâå Rn ãèïåð-
ïëîñêîñòü H(a, β) ïîðîæäàåò äâà (çàìêíóòûõ) ïîëóïðîñòðàíñòâà

H+ = {x ∈ Rn : 〈a, x〉 ≥ β} ,

H− = {x ∈ Rn : 〈a, x〉 ≤ β}
(ñì. ðèñ. 3.6)).
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Î ï ð å ä å ë å í è å 3.9. Ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðïëîñêî-
ñòåé è ïîëóïðîñòðàíñòâ (åñëè îíî íå ïóñòî) íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì ìíî-
ãîãðàííûì ìíîæåñòâîì èëè (âûïóêëûì) ïîëèýäðîì. Îãðàíè÷åííîå âû-
ïóêëîå ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì
èëè (âûïóêëûì) ïîëèòîïîì.

Òàêèì îáðàçîì, âûïóêëîå ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî � ýòî ìíîæåñòâî
ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ

〈aj, x〉 = aj1x1 + . . . + ajnxn = bj , j = 1, . . . , r , (3.4)

〈aj, x〉 = aj1x1 + . . . + ajnxn ≤ bj , j = r + 1, . . . , m (3.5)

(ñëó÷àè r = 0 è r = m çäåñü íå èñêëþ÷àþòñÿ; â ïîñëåäíåì ñëó÷àå
âûïóêëîå ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî âûðîæäàåòñÿ â ëèíåéíîå ìíîãîîáðà-
çèå). ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâî ïëàíîâ ëþáîé çàäà÷è ËÏ ÿâëÿåòñÿ âûïóê-
ëûì ìíîãîãðàííûì ìíîæåñòâîì (åñëè îíî íå ïóñòî).

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.10. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óñëîâèé âèäà (3.4),
(3.5) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé, åñëè ëèíåéíî íåçàâèñèìà ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ {aj}. Ðàíãîì ñèñòåìû ëèíåéíûõ óñëîâèé
íàçûâàåòñÿ ðàíã ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç âåêòîðîâ {aj}, îòâå÷àþùèõ
äàííîé ñèñòåìå.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.11. Ïóñòü X � âûïóêëîå ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî,
îïðåäåëÿåìîå ñèñòåìîé (3.4), (3.5). Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ âåðøèíîé
èëè óãëîâîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X, åñëè ñðåäè óñëîâèé (3.4), (3.5) íàé-
äóòñÿ n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ óñëîâèé, êîòîðûì ýòà òî÷êà óäîâëåòâîðÿåò
êàê òî÷íûì ðàâåíñòâàì.

Òàêèì îáðàçîì, óãëîâàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ íå ìåíåå,
÷åì n èç m ãèïåðïëîñêîñòåé 〈aj, x〉 = bj. Åñëè ÷èñëî ãèïåðïëîñêîñòåé,
ïåðåñåêàþùèõñÿ â óãëîâîé òî÷êå, â òî÷íîñòè ðàâíî n, òî óãëîâàÿ òî÷êà
íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé. Óñëè æå â óãëîâîé òî÷êå ïåðåñåêàåòñÿ áîëåå
n ãèïåðïëîñêîñòåé, ò.å. ÷èñëî ñîîòíîøåíèé (3.4), (3.5), êîòîðûå ýòà òî÷-
êà îáðàùàåò â ðàâåíñòâà, áîëüøå n, òî óãëîâàÿ òî÷êà � âûðîæäåííàÿ.
Ïîíÿòíî, ÷òî âûïóêëîå ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî ìîæåò èìåòü ëèøü
êîíå÷íîå ÷èñëî óãëîâûõ òî÷åê � èç ñèñòåìû (3.4), (3.5) ìîæíî ñîñòàâèòü
ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ïîäñèñòåì ïî n óðàâíåíèé.
Ïîíÿòíî òàêæå, ÷òî åñëè ðàíã ñèñòåìû óñëîâèé (3.4), (3.5) ìåíüøå n, òî
âûïóêëîå ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî íå èìååò óãëîâûõ òî÷åê).
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3.2. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
f(x) = 〈c, x〉 → max ; x ∈ X , (3.6)

ãäå c, x ∈ Rn , X ⊂ Rn � âûïóêëîå ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî (êîíêðåòíûé
ñïîñîá çàäàíèÿ ìíîæåñòâà X çäåñü íå èãðàåò ðîëè).

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâîì óðîâíÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f(x) íà-
çûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ ýòà ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò êàêîå�
ëèáî ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå f(x) = γ . Ìíîæåñòâàìè óðîâíÿ ëèíåéíîé
ôóíêöèè f(x) = 〈c, x〉 ÿâëÿþòñÿ, î÷åâèäíî, ïàðàëëåëüíûå ãèïåðïëîñ-
êîñòè H(γ) = {x ∈ Rn : 〈c, x〉 = γ} ñ îáùèì íîðìàëüíûì âåêòîðîì c.
Êàæäûé äîïóñòèìûé ïëàí ïðèíàäëåæèò, ðàçóìååòñÿ, íåêîòîðîìó ìíî-
æåñòâó óðîâíÿ H(γ). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îïòèìàëüíûé ïëàí x∗, åñëè îí
ñóùåñòâóåò, ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó óðîâíÿ H(γ∗), ñîîòâåòñòâóþùåìó
÷èñëó γ∗ = max{γ : H(γ) ∩X 6= ∅} (ñì. ðèñ. 3.7).

Ðèñ. 3.7: γ1 < γ2 < γ3 = γ∗ < γ4
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H(γ1) H(γ2) H(γ3) H(γ4)

X

c

x∗

x1

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå ñëåäóþùèé ñïîñîá ðåøåíèÿ
çàäà÷è (3.6): âûáèðàÿ íåêîòîðîå ìíîæåñòâî óðîâíÿ H(γ) òàêîå, ÷òî
H(γ) ∩ X 6= ∅ è ïåðåìåùàÿ åãî ïàðàëëåëüíî ñàìîìó ñåáå (ïåðåõîäÿ îò
ìíîæåñòâ óðîâíÿ ñ ìåíüøèìè ê ìíîæåñòâàì óðîâíÿ ñ áîëüøèìè çíà÷å-
íèÿìè öåëåâîé ôóíêöèè) íàéòè òàêîå γ∗ , ïðè êîòîðîì H(γ∗)∩X 6= ∅, à
ïðè âñåõ γ > γ∗ ìíîæåñòâà H(γ) è X íå èìåþò îáùèõ òî÷åê (ïîçâîëÿÿ
ñåáå íåêîòîðóþ âîëüíîñòü, ìîæíî ñêàçàòü:

”
ìíîæåñòâî H(γ) ïîñëåäíèé
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ðàç êàñàåòñÿ ìíîæåñòâà X “). Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî íàïðàâëåíèåì âîç-
ðàñòàíèÿ ôóíêöèè f(x) ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåíèå, ñîâïàäàþùåå ñ íàïðàâ-
ëåíèåì âåêòîðà c. Â ñàìîì äåëå, ëþáîå ïåðåìåùåíèå èç ïðîèçâîëüíîé
òî÷êè x â íàïðàâëåíèè âåêòîðà c, ò.å. â òî÷êó x + λc, λ > 0, ïðèâîäèò ê
âîçðàñòàíèþ çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè:

f(x + λc) = 〈c, x + λc〉 = 〈c, x〉+ λ〈c, c〉 > 〈c, x〉 = f(x).

Ïîíÿòíî, ÷òî íàïðàâëåíèå, îáðàòíîå íàïðàâëåíèþ âåêòîðà c, ÿâëÿåòñÿ
íàïðàâëåíèåì óáûâàíèÿ ôóíêöèè f(x).

Ï ð è ì å ð 3.1. Ïóñòü çàäà÷à ËÏ èìååò âèä:

−x1 + 2x2 → max ; (3.7)

x1 − x2 ≥ −2 , (3.8)

x1 + x2 ≤ 6 , (3.9)

2x1 − x2 ≤ 6 , (3.10)

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 . (3.11)

Ãðàôè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.7) � (3.11) ïðèâåäåíî íà ðèñ. 3.8, ãäå
öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëåíà òîëüêî âåêòîðîì c = (−1, 2) � ëèíèè
(ìíîæåñòâà) óðîâíÿ ôóíêöèè f(x), ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ïàðàëëåëüíûå
ïðÿìûå −x1 + 2x2 = γ, ìîæíî è íå ðèñîâàòü, ïðîâîäÿ èõ

”
â óìå “

ïåðïåíäèêóëÿðíî âåêòîðó c.
6

-1

Ðèñ. 3.8
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Êàæäîå èç îãðàíè÷åíèé (3.8) � (3.11) îïðåäåëÿåò â R2 íåêîòîðóþ ïî-
ëóïëîñêîñòü, à èõ ïåðåñå÷åíèå � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî X. Ðåøåíèåì
çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ âåðøèíà x∗ = (2, 4) ìíîãîóãîëüíèêà X.

Ìîæíî òàêæå ïðåäñòàâèòü ñåáå ñëåäóþùèå ñèòóàöèè: ìíîæåñòâî ïëà-
íîâ çàäà÷è ËÏ íå îãðàíè÷åíî è çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ: sup

X
f(x) =

= +∞ (ðèñ. 3.9), ìíîæåñòâî ïëàíîâ çàäà÷è íå îãðàíè÷åíî, íî ðåøåíèå
ñóùåñòâóåò (ðèñ. 3.10), ðåøåíèå çàäà÷è ËÏ íå åäèíñòâåííî (ñì. ðèñ. 3.11,
ãäå ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ � îòðåçîê [x, x] ). Â ïîñëåäíåì ñëó-
÷àå âñå îïòèìàëüíûå ïëàíû íàçûâàþòñÿ àëüòåðíàòèâíûìè îïòèìàëü-
íûìè ïëàíàìè. Íàëè÷èå àëüòåðíàòèâíûõ îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ, âîîáùå
ãîâîðÿ, ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, ò.ê.
äàåò âîçìîæíîñòü îïðåäåëåííîãî ìàíåâðà è èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ âûáîðà
íàèëó÷øåãî ïëàíà ðàçëè÷íûõ íåôîðìàëüíûõ ñîîáðàæåíèé.
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3.3. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî íà âñåõ ðàññìîòðåííûõ èëëþñòðàöèÿõ ðåøå-
íèåì çàäà÷è ËÏ, åñëè îíî ñóùåñòâóåò, ÿâëÿåòñÿ óãëîâàÿ òî÷êà äîïóñòè-
ìîãî ìíîæåñòâà (íà ðèñ. 3.11 ðåøåíèé áåñêîíå÷íî ìíîãî, íî ñðåäè íèõ
äâà � óãëîâûå òî÷êè). Ýòî, êîíå÷íî, íå ñëó÷àéíî, íèæå ìû óáåäèìñÿ, ÷òî
åñëè ìíîæåñòâî X∗ = Argmax

X
f(x) 6= ∅, òî îíî ñîäåðæèò ïî-êðàéíåé ìå-

ðå îäíó óãëîâóþ òî÷êó. Íî åñëè ýòî òàê, òî ðåøåíèå çàäà÷è ËÏ ñâîäèòñÿ
ê ïðîñòîìó ïåðåáîðó óãëîâûõ òî÷åê (ïî-êðàéíåé ìåðå â òîì ñëó÷àå êîãäà
X � ìíîãîãðàííèê). Ïóñòü, íàïðèìåð,

X = {x ∈ Rn : aj1x1 + . . . + ajnxn ≤ bj , j = 1, . . . , m} ,

ãäå m > n. Òîãäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ âñåõ óãëîâûõ òî÷åê èç óñëîâèé, îïðå-
äåëÿþùèõ ìíîæåñòâî X, íóæíî âûáðàòü âñåâîçìîæíûå ïîäñèñòåìû ïî
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n óñëîâèé â êàæäîé è ðåøèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àë-
ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Åñëè ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ñóùåñòâóåò, åäèí-
ñòâåííî è óäîâëåòâîðÿåò îñòàëüíûì îãðàíè÷åíèÿì, òî ïîëó÷åííàÿ òî÷êà
� óãëîâàÿ. Åäèíñòâåííûì, íî ïðèíöèïèàëüíûì ïðåïÿòñòâèåì íà ïóòè ðå-
àëèçàöèè òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ ÷óäîâèùíîå êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé �
íóæíî ðåøèòü Cn

m ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Íàïðèìåð, ïðè
m = 70 è n = 50 ýòî ÷èñëî ïðèìåðíî ðàâíî 1.6 × 1017. Â ïðèêëàäíûõ
çàäà÷àõ êîëè÷åñòâî îãðàíè÷åíèé è ïåðåìåííûõ íåðåäêî èñ÷èñëÿåòñÿ ñîò-
íÿìè è òûñÿ÷àìè.

Âûõîä èç ýòîé ñèòóàöèè áûë íàéäåí â òîì, ÷òîáû ïðîñìàòðèâàòü íå
âñå óãëîâûå òî÷êè, à, îòïðàâëÿÿñü îò ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû, ïîñëå-
äîâàòåëüíî ïåðåáèðàòü òîëüêî òå èç íèõ, â êîòîðûõ çíà÷åíèÿ öåëåâîé
ôóíêöèè âîçðàñòàþò. Ýôôåêòèâíîñòü òàêîãî ïîäõîäà ìîæíî ïðîèëëþ-
ñòðèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçíûì ïðèìåðîì. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî èìå-
åòñÿ, ñêàæåì, âàãîí íåáîëüøèõ êàìíåé èç êîòîðûõ íóæíî âûáðàòü ñàìûé
êðóïíûé (òÿæåëûé). Êàòîðæíàÿ ðàáîòà ïðè ïîëíîì ïåðåáîðå. Äîïóñòèì
òåïåðü, ÷òî èìååòñÿ äîáðûé âîëøåáíèê, êîòîðûé äåëàåò òàê, ÷òî êàê
òîëüêî âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé êàìåíü, âñå êàìíè ìåíüøåãî èëè ðàâ-
íîãî ðàçìåðà (âåñà) èñ÷åçàþò èç âàãîíà. Åñëè íå ñëó÷èòñÿ íåâåðîÿòíîãî,
êîãäà çëîé äóõ çàñòàâëÿåò íàñ âûáèðàòü âñå âðåìÿ ñàìûé ìàëåíüêèé êà-
ìåíü, ðàáîòà, î÷åâèäíî, çàêîí÷èòñÿ äîñòàòî÷íî áûñòðî.

Ìåòîä, ðåàëèçóþùèé èäåþ íàïðàâëåííîãî ïåðåáîðà óãëîâûõ òî÷åê,
áûë èçîáðåòåí â 1947 ãîäó àìåðèêàíñêèì ìàòåìàòèêîì Äæîðäæåì Äàí-
öèãîì è íàçâàí ñèìïëåêñ�ìåòîäîì. Ýòî íàçâàíèå ñâÿçàíî, âåðîÿòíî, ñ îä-
íîé èç åãî èíòåðïðåòàöèé (ñì. [10, ñ.162]). Âîîáùå æå ñèìïëåêñ (îò ëàò.
simplex � ïðîñòîé) ýòî � îäíà èç ðàçíîâèäíîñòåé âûïóêëûõ ìíîãîãðàí-
íèêîâ. Íàïðèìåð, ôóíäàìåíòàëüíûì ñèìïëåêñîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

S = {x ∈ Rn : x1 + . . . + xn = 1 , xi ≥ 0 , i = 1, . . . , n} .

Ïðè n = 1 ôóíäàìåíòàëüíûé ñèìïëåêñ � ïðîñòî îäíà òî÷êà, ïðè n = 2 �
îòðåçîê, ïðè n = 3 � òðåóãîëüíèê.

Óïðàæíåíèÿ

3.1. Ïóñòü X � âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ êðàéíåé
èëè ýêñòðåìàëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X, åñëè ïðåäñòàâëåíèå x = λx1+
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+(1− λ)x2 íåâîçìîæíî íè äëÿ êàêèõ x1, x2 ∈ X , x1 6= x2 , è λ ∈ (0, 1).
Ò.å. êðàéíÿÿ òî÷êà íå ìîæåò áûòü âíóòðåííåé òî÷êîé íèêàêîãî îòðåçêà,
èìåþùåãî ñâîèìè êîíöàìè òî÷êè èç X. Î÷åâèäíî, ÷òî êðàéíÿÿ òî÷êà
ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé ìíîæåñòâà, íî íå âñÿêàÿ ãðàíè÷íàÿ òî÷êà
áóäåò êðàéíåé.

Äîêàçàòü, ÷òî êðàéíÿÿ òî÷êà âûïóêëîãî ìíîãîãðàííîãî ìíîæåñòâà ÿâ-
ëÿåòñÿ åãî óãëîâîé òî÷êîé, è íàîáîðîò, óãëîâàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé.

3.2. Íàéòè âñå óãëîâûå òî÷êè ôóíäàìåíòàëüíîãî ñèìïëåêñà

S = {x ∈ Rn : x1 + . . . + xn = 1 , xi ≥ 0 , i = 1, . . . , n} .

3.3. Íàéòè âñå óãëîâûå òî÷êè ìíîæåñòâà

X = {x ∈ Rn : x1 + . . . + xn ≤ 1 , xi ≥ 0 , i = 1, . . . , n} .

3.4. Íàéòè âñå óãëîâûå òî÷êè ìíîæåñòâ, çàäàâàåìûõ ñëåäóþùèìè ñè-
ñòåìàìè:

i. x1 + 2x2 + x3 = 5 , ii. x1 − x2 + x3 ≤ 1 ,

−x1 − 2x3 ≤ 3 , x1 + x2 + x3 ≤ 4 ,
xi ≥ 0 , i = 1, 2, 3 ; xi ≥ 0 , i = 1, 2, 3 .

3.5. Ðåøèòü ãðàôè÷åñêè ñëåäóþùèå çàäà÷è ËÏ (íàïîìíèì, ÷òî

”
→ extr “ îçíà÷àåò, ÷òî íóæíî ðåøèòü ïàðó çàäà÷ � íà ìàêñèìóì è

íà ìèíèìóì):

i. x1 + 2x2 → extr ; ii. x1 + x2 → extr ;

x1 − x2 ≤ 1 , 0 ≤ x1 + x2 ≤ 3 ,
x1 − 2x2 ≤ 1 , −1 ≤ x1 − x2 ≤ 0 ,
x1 ≥ 0 , x2 ≥ 0; 0 ≤ x1 ≤ 1 ,

0 ≤ x2 ≤ 2 ;

iii. x1 + x2 → extr ; iv. 4x1 + x2 → extr ;
x1 − 4x2 ≥ 1 , −x1 + x2 ≤ 1 ,
x1 − 2x2 ≤ −2 , x2 ≤ 1 ,

2x1 + 3x2 ≤ 6 , −1 ≤ x1 ≤ 10 .

x1 ≥ 0 , x2 ≥ 0 ;
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Ãëàâà 2
Ñèìïëåêñ-ìåòîä

Ñëåäóÿ òðàäèöèè, ñëîæèâøåéñÿ â ó÷åáíîé ëèòåðàòóðå, ìû áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü ñèìïëåêñ-ìåòîä ïðèìåíèòåëüíî ê êàíîíè÷åñêîé çàäà÷å. Ïî-
ýòîìó, èìåÿ ââèäó òó ðîëü, êîòîðóþ èãðàþò óãëîâûå òî÷êè, èçó÷èì èõ
äëÿ ýòîé çàäà÷è áîëåå ïîäðîáíî.

�1. Óãëîâûå òî÷êè â êàíîíè÷åñêîé çàäà÷å ËÏ.
Êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè óãëîâîé òî÷êè

1.1. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïëàíîâ êàíîíè÷åñêîé çàäà÷è ËÏ:

X = {x ∈ Rn : Ax = b , x ≥ 0 , A ∈ Mm,n} . (1.1)

Íàïîìíèì, ÷òî ñèñòåìó Ax = b ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè ñòîëáöîâ ìàòðèöû A (âåêòîðîâ óñëîâèé):

x1a
1 + x2a

2 + . . . + xna
n = b . (1.2)

Ïðåäñòàâëåíèå (1.2) ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü, ÷òî êàæäîé êîìïîíåíòå xi âåê-
òîðà x ñîîòâåòñòâóåò, èëè îòâå÷àåò, ñâîé ñòîëáåö ìàòðèöû A è, ðàçóìå-
åòñÿ, íàîáîðîò, êàæäîìó ñòîëáöó ìàòðèöû A ñîîòâåòñòâóåò ñâîÿ êîìïî-
íåíòà âåêòîðà x.

Ò å î ð å ì à 1.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà x èç ìíîæåñòâà X, x 6= 0, áûëà
óãëîâîé òî÷êîé ýòîãî ìíîæåñòâà, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âåêòî-
ðû óñëîâèé, îòâå÷àþùèå åå ïîëîæèòåëüíûì êîìïîíåíòàì, áûëè ëèíåéíî
íåçàâèñèìû.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü r = rank A. Åñëè r = n, òî
óòâåðæäåíèå òåîðåìû òðèâèàëüíî. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñò-
âî X = {x}.

Ïóñòü r < n.
Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Ïóñòü x 6= 0 - óãëîâàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà X è

ïóñòü åå îòëè÷íûå îò íóëÿ êîìïîíåíòû ñóòü xi1, . . . , xis . Òîãäà
aj1x1 + . . . + ajnxn = bj , j = 1, . . . , m , (1.3)

xi = 0 , i 6= i1, . . . , is . (1.4)

Ïî îïðåäåëåíèþ ñèñòåìà (1.3), (1.4) ñîäåðæèò m+(n−s) ≥ n óðàâíåíèé,
n èç êîòîðûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïóñòü ýòî áóäóò óðàâíåíèÿ

aj1x1 + . . . + ajnxn = bj , j = j1, . . . , jk , (1.5)

xi = 0 , i 6= i1, . . . , ik , (1.6)

ãäå, î÷åâèäíî, 1 ≤ s ≤ k ≤ r . Òàê êàê îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (1.5),
(1.6) îòëè÷åí îò íóëÿ, òî, ðàñêëàäûâàÿ åãî ïî ýëåìåíòàì ïîñëåäíèõ n−k

ñòðîê, ïðèõîäèì ê óñëîâèþ

det




aj1i1 . . . aj1ik

· · · · · · · · ·
ajki1 . . . ajkik


 6= 0 .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàíã ìàòðèöû
[
ai1 . . . aik

]
, ñîñòàâëåííîé èç âåêòîðîâ

óñëîâèé ai1, . . . , aik , ðàâåí k è, ñëåäîâàòåëüíî, ýòè âåêòîðû ëèíåéíî íåçà-
âèñèìû. Òàê êàê k ≥ s, òî ñþäà âõîäÿò è âñå âåêòîðû óñëîâèé, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ïîëîæèòåëüíûì êîìïîíåíòàì óãëîâîé òî÷êè x .

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü xi1, . . . , xis � îòëè÷íûå îò íóëÿ êîì-
ïîíåíòû òî÷êè x ∈ X è ïóñòü âåêòîðû óñëîâèé ai1, . . . , ais , îòâå÷àþùèå
ýòèì êîìïîíåíòàì, ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òàê êàê rank A = r, òî ÷èñ-
ëî ýòèõ âåêòîðîâ s ≤ r. Ïîñêîëüêó r ≤ m, òî òî÷êà x óäîâëåòâîðÿåò
m + (n− s) ≥ m + (n− r) ≥ n óñëîâèÿì

aj1x1 + . . . + ajnxn = bj , j = 1, . . . , m , (1.7)

xi = 0 , i 6= i1, . . . , is . (1.8)

Åñëè s < m, òî âû÷åðêíåì èç ìàòðèöû
[
ai1 . . . ais

]
m − s ëèíåéíî

çàâèñèìûõ ñòðîê è óáåðåì èç ñèñòåìû (1.7) ñîîòâåòñòâóþùèå èì óñëîâèÿ.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó
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aj1i1 . . . aj1is

· · · · · · · · ·
ajsi1 . . . ajsis




è ñèñòåìó n ðàâåíñòâ
aj1x1 + . . . + ajnxn = bj , j = j1, . . . , js , (1.9)

xi = 0 , i 6= i1, . . . , is , (1.10)

Â ñëó÷àå s = m ñèñòåìà (1.9), (1.10) ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé (1.7), (1.8).
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (1.9), (1.10) îòëè÷åí îò
íóëÿ � äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ðàçëîæèòü åãî ïî ýëåìåíòàì ïîñëåäíèõ n−s

ñòðîê. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà x îáðàùàåò â ðàâåíñòâà n ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìûõ óñëîâèé, îïðåäåëÿþùèõ ìíîæåñòâî X , è, ïî îïðåäåëåíèþ, ÿâëÿåòñÿ
óãëîâîé.

Ñ ë å ä ñ ò â è å. ×èñëî ïîëîæèòåëüíûõ êîìïîíåíò óãëîâîé òî÷êè x

íå ïðåâîñõîäèò r � ðàíãà ìàòðèöû A.
Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Ïóñòü x � óãëîâàÿ òî÷êà ìíîæåñò-

âà X, r = rank A . Ñèñòåìà r ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ óñëîâèé,
âêëþ÷àþùàÿ âñå òå ai, äëÿ êîòîðûõ xi > 0, íàçûâàåòñÿ áàçèñîì óãëîâîé
òî÷êè x, âåêòîðû åãî ñîñòàâëÿþùèå, íàçûâàþòñÿ áàçèñíûìè âåêòîðàìè,
à ñîîòâåòñòâóþùèå èì êîìïîíåíòû òî÷êè x - áàçèñíûìè êîìïîíåíòàìè.

Åñëè ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ êîìïîíåíò óãëîâîé òî÷êè â òî÷íîñòè ðàâ-
íî r, òî îíè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò åå áàçèñ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áàçèñ
ìîæåò áûòü íååäèíñòâåííûì, íî âñåãäà ñóùåñòâóåò. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü
óãëîâàÿ òî÷êà x èìååò s < r ïîëîæèòåëüíûõ êîìïîíåíò, êîòîðûì ñî-
îòâåòñòâóåò ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ óñëîâèé ai1, . . . , ais .

Äîïîëíèì ýòó ñèñòåìó äî ìàêñèìàëüíîé ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû
çà ñ÷åò îñòàâøèõñÿ âåêòîðîâ óñëîâèé ais+1, . . . , ain . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
ñèñòåìó ai1, . . . , aik, k ≥ s , êîòîðàÿ îáðàçóåò áàçèñ ëèíåéíîé îáîëî÷êè
âåêòîðîâ a1, . . . , an . Ñëåäîâàòåëüíî, k = rank

[
a1 . . . an

]
= r . Òàêèì

îáðàçîì, ïîñòðîåííàÿ ñèñòåìà r âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé
è âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå òå ai, äëÿ êîòîðûõ xi > 0, òî åñòü, ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé áàçèñ óãëîâîé òî÷êè x. Èç ñàìîãî ïîñòðîåíèÿ âèäíî, ÷òî ýòîò áàçèñ
ìîæåò áûòü íååäèíñòâåííûì.

Ï ð è ì å ð 1.1. Ïóñòü ìíîæåñòâî X îïðåäåëåíî óñëîâèÿìè
x1 + x2 + 3x3 + x4 = 3 , (1.11)
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x1 − x2 + x3 + 2x4 = 1 , (1.12)

2x1 + 4x3 + 3x4 = 4 , (1.13)

xi ≥ 0 , i = 1, 2, 3, 4 . (1.14)

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (1.13) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé óñëîâèé (1.11) è (1.12).
Óñëîâèÿ (1.11) è (1.12) ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òàê ÷òî ðàíã ìàòðèöû óñëî-
âèé r = 2. Óãëîâûå òî÷êè x = (2, 1, 0, 0) è y = (0, 5/3, 0, 4/3) èìåþò ïî
äâå ïîëîæèòåëüíûå êîìïîíåíòû. Èõ áàçèñû �

{
a1, a2

}
è

{
a2, a4

}
, ñîîòâåò-

ñòâåííî. Óãëîâàÿ òî÷êà z = (0, 0, 1, 0) èìååò òîëüêî îäíó ïîëîæèòåëüíóþ
êîìïîíåíòó. Åé ñîîòâåòñòâóþò áàçèñû

{
a1, a3

}
,
{
a2, a3

}
,
{
a3, a4

}
. Òî÷êà

v = (1, 1/2, 1/2, 0) ∈ X , íî íå ÿâëÿåòñÿ óãëîâîé � ÷èñëî åå ïîëîæèòåëü-
íûõ êîìïîíåíò áîëüøå r.

Ï ð è ì å ð 1.2. Ïóñòü ìíîæåñòâî X îïðåäåëåíî óñëîâèÿìè

x1 + x2 + 2x3 = 1 ,

x1 − x2 + 2x3 = 1 ,

xi ≥ 0 , i = 1, 2, 3 .

Ðàíã ìàòðèöû óñëîâèé r = 2. Ìíîæåñòâî X èìååò äâå óãëîâûå òî÷êè:
x = (1, 0, 0) è y = (0, 0, 1/2). Êàæäàÿ èç íèõ èìååò åäèíñòâåííûé áà-
çèñ � {a1, a2} è {a2, a3}, ñîîòâåòñòâåííî.

Òî÷êà x = 0 ÿâëÿåòñÿ óãëîâîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, åñëè b = 0. Â êà÷åñòâå åå áàçèñà ìîæíî âçÿòü ëþáûå r ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû A.

1.2. Ïóñòü σ = {ai1, . . . , air} � áàçèñ óãëîâîé òî÷êè x , Bσ = [ai1 . . . air ] �
áàçèñíàÿ ìàòðèöà, Iσ = {i1, . . . , ir} � ìíîæåñòâî áàçèñíûõ èíäåêñîâ.
×åðåç xσ îáîçíà÷èì âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç áàçèñíûõ êîìïîíåíò óãëî-
âîé òî÷êè x : xσ = (xσ

1 , . . . , x
σ
r ) = (xi1, . . . , xir) . Òîãäà, òàê êàê xi = 0

äëÿ i 6∈ Iσ, òî

b = Ax =
n∑

i=1

xia
i =

∑

i∈Iσ

xia
i +

∑

i6∈Iσ

xia
i =

∑

i∈Iσ

xia
i = Bσx

σ . (1.15)

Ïîñêîëüêó ðàíã ìàòðèöû Bσ ðàâåí r, òî èç (1.15) ñëåäóåò, ÷òî xσ �
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ñ
r íåèçâåñòíûìè)

Bσx
σ = b , (1.16)
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ãäå xσ = (xσ
1 , . . . , x

σ
r ) = (xi1, . . . , xir). Òàêèì îáðàçîì, çàäàíèå áàçèñà

óãëîâîé òî÷êè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò áàçèñíûå êîìïîíåíòû, à çíà÷èò è
ñàìó óãëîâóþ òî÷êó. Îáðàòíîå, êàê ìû âèäåëè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âåðíî.
Â ýòîì ñìûñëå ïåðâè÷íûì ÿâëÿåòñÿ áàçèñ óãëîâîé òî÷êè, à íå ñàìà ýòà
òî÷êà.

1.3. Ïóñòü s � ÷èñëî îòëè÷íûõ îò íóëÿ êîìïîíåíò óãëîâîé òî÷êè x.
Òîãäà ÷èñëî óñëîâèé, îïðåäåëÿþùèõ ìíîæåñòâî X è âûïîëíÿþùèõñÿ
â òî÷êå x êàê òî÷íûå ðàâåíñòâà, ðàâíî m + (n − s) ≥ m + (n − r).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè r < m, òî ëþáàÿ óãëîâàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà X �
âûðîæäåííàÿ. Ñëó÷àé r < m îçíà÷àåò, ÷òî ñðåäè óñëîâèé

aj1x1 + . . . + ajnxn = bj , j = 1, . . . , m , (1.17)

èìååòñÿ m− r ëèíåéíî çàâèñèìûõ óñëîâèé. Åñëè ñèñòåìà (1.17) ñîâìåñò-
íà, òî ýòè ëèíåéíî çàâèñèìûå óñëîâèÿ ìîæíî ïðîñòî óäàëèòü èç ñèñòå-
ìû áåç óùåðáà äëÿ ìíîæåñòâà ïëàíîâ. Ïîýòîìó íèæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ìíîæåñòâî X 6= ∅ è r = rankA = m. Êðîìå òîãî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
m < n, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî X ìîæåò ñîñòîÿòü òîëüêî
èç îäíîé òî÷êè, ÷òî, î÷åâèäíî, íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà.

Èòàê, ïóñòü rankA = m < n.
Åñëè ÷èñëî îòëè÷íûõ îò íóëÿ êîìïîíåíò óãëîâîé òî÷êè x ðàâíî m, òî

÷èñëî óñëîâèé, îáðàùàþùèõñÿ â ýòîé òî÷êå â ðàâåíñòâà, ðàâíî m + (n−
−m) = n. Òî åñòü, óãëîâàÿ òî÷êà x � íåâûðîæäåííàÿ. Îáðàòíî, åñëè x �
íåâûðîæäåííàÿ óãëîâàÿ òî÷êà, òî îíà îáðàùàåò â ðàâåíñòâà n èç n + m
óñëîâèé, îïðåäåëÿþùèõ ìíîæåñòâî X, à îñòàëüíûì óñëîâèÿì óäîâëåòâî-
ðÿåò êàê ñòðîãèì íåðàâåíñòâàì. Ñëåäîâàòåëüíî, íåâûðîæäåííàÿ óãëîâàÿ
òî÷êà èìååò ðîâíî m ïîëîæèòåëüíûõ êîìïîíåíò.

Òàêèì îáðàçîì, óãëîâàÿ òî÷êà x ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ÷èñëî åå ïîëîæèòåëüíûõ êîìïîíåíò ðàâíî
m � ÷èñëó óñëîâèé � ðàâåíñòâ è âûðîæäåííîé, åñëè ÷èñëî åå ïîëîæè-
òåëüíûõ êîìïîíåíò ìåíüøå m. Íåâûðîæäåííàÿ óãëîâàÿ òî÷êà îáëàäà-
åò åäèíñòâåííûì áàçèñîì, âûðîæäåííàÿ ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî áàçèñîâ.
Â ïðèìåðå 1.1, ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ ëèíåéíî çàâèñèìîãî óñëîâèÿ (1.13), óã-
ëîâûå òî÷êè x è y � íåâûðîæäåííûå, óãëîâàÿ òî÷êà z � âûðîæäåííàÿ. Â
ïðèìåðå 1.2 îáå óãëîâûå òî÷êè � âûðîæäåííûå.
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1.4. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñ ïîëíûì îñíîâàíèåì ïðîäîëæèòü èçó÷åíèå óã-
ëîâûõ òî÷åê ìíîæåñòâà X, íóæíî ïðåæäå âñåãî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî
X èìååò óãëîâûå òî÷êè. Äëÿ ýòîãî ïðåäâàðèòåëüíî äîêàæåì ñëåäóþùóþ
ëåììó.

Ë å ì ì à 1.1. Åñëè âåêòîð x ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé ëèíåéíîé
êîìáèíàöèåé íåíóëåâûõ âåêòîðîâ a1, . . . , ak, ò.å.

x =
k∑

i=1

λia
i , λi ≥ 0 , i = 1, . . . , k ,

òî åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå íåîòðèöàòåëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ïîäñèñòåìû ýòèõ âåêòîðîâ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ x = 0 óòâåðæäåíèå ëåììû òðèâèàëüíî.
Ïóñòü x 6= 0. Åñëè ñèñòåìà âåêòîðîâ

{a1, . . . , ak} (1.18)

ëèíåéíî íåçàâèñèìà, òî ëåììà äîêàçàíà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò
÷èñëà µ1, . . . , µk , ñðåäè êîòîðûõ åñòü îòëè÷íûå îò íóëÿ, òàêèå, ÷òî
k∑

i=1
µia

i = 0. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñðåäè ÷èñåë µi åñòü ïîëîæèòåëüíûå (â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå âìåñòî íèõ ìîæíî âçÿòü ÷èñëà (−µi)). Ïîëîæèì

θ = min
i:µi>0

λi

µi
, (1.19)

γi = λi − θµi , i = 1, . . . , k .

Ïóñòü ìèíèìóì â ïðàâîé ÷àñòè (1.19) äîñòèãàåòñÿ íà íåêîòîðîì èíäåêñå
s, ò.å. θ = λs/µs ≥ 0. Òîãäà

γi = λi − θµi ≥ λi ≥ 0 äëÿ i : µi ≤ 0 ,

γi = λi − θµi ≥ λi − λi

µi
µi = 0 äëÿ i : µi ≥ 0 ,

γs = λs − λs

µs
µs = 0 .

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëà γi ≥ 0 , i = 1, . . . , k , è ñðåäè íèõ åñòü ïî êðàéíåé
ìåðå îäíî, γs, ðàâíîå íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî,

x =
k∑

i=1

λia
i − θ

k∑

i=1

µia
i =

k∑

i=1

γia
i =

k∑
i=1
i 6=s

γia
i .
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Òî åñòü, ìû ïðåäñòàâèëè âåêòîð x â âèäå íåîòðèöàòåëüíîé ëèíåéíîé êîì-
áèíàöèè íå áîëåå, ÷åì k−1 � ãî âåêòîðà ñèñòåìû (1.18). Åñëè ñðåäè ýòèõ
âåêòîðîâ èìåþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûå, òî, ïîâòîðÿÿ îïèñàííóþ ïðîöå-
äóðó íóæíîå ÷èñëî ðàç, ïîëó÷èì òðåáóåìîå ïðåäñòàâëåíèå. Â õóäøåì
ñëó÷àå äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ k − 1 øàã ïðîöåäóðû èñêëþ÷åíèÿ, ïîñëå
÷åãî èñêîìàÿ ïîäñèñòåìà áóäåò ñîñòîÿòü èç îäíîãî âåêòîðà.

Ïóñòü X � ìíîæåñòâî ïëàíîâ êàíîíè÷åñêîé çàäà÷è ËÏ (ìíîæåñòâî
(1.1)). Íîñèòåëåì âåêòîðà x ∈ X íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî èíäåêñîâ åãî
íåíóëåâûõ êîìïîíåíò: I(x) = {i : xi > 0}.

Ò å î ð å ì à 1.2. Åñëè ìíîæåñòâî X íåïóñòî, òî îíî èìååò óãëîâûå
òî÷êè. Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî x ∈ X ñóùåñòâóåò óãëîâàÿ òî÷êà x, òàêàÿ,
÷òî I(x) ⊂ I(x).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè b = 0, òî x = 0 � åäèíñòâåííàÿ óãëîâàÿ
òî÷êà ìíîæåñòâà X , I(x) = ∅ ⊂ I(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ X.

Ïóñòü b 6= 0 è x ∈ X. Òîãäà

b = Ax =
n∑

i=1

xia
i =

∑

i∈I(x)

xia
i , xi > 0 , i ∈ I(x) .

Òî åñòü, âåêòîð b ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòî-
ðîâ ai, i ∈ I(x). Â ñèëó ëåììû 1.1 åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

b =
∑

i∈J

xia
i , xi > 0 , i ∈ J ⊂ I(x) ,

ãäå âåêòîðû ai, i ∈ J , ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïîëàãàÿ x = (x1, . . . , xn),
ãäå xi = 0 äëÿ i 6∈ J , ïîëó÷èì, ÷òî

Ax =
∑

i∈J

xia
i +

∑

i6∈J

xia
i =

∑

i∈J

xia
i = b , x ≥ 0 .

Ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ X è ÿâëÿåòñÿ óãëîâîé òî÷êîé, ò.ê. âåêòîðû óñëîâèé,
îòâå÷àþùèå åå ïîëîæèòåëüíûì êîìïîíåíòàì, ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïî
ïîñòðîåíèþ, I(x) = J ⊂ I(x) .

1.5. Ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêóþ çàäà÷ó ËÏ

〈c, x〉 → max; x ∈ X , (1.20)

X = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0} , (1.21)
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ãäå A ∈ Mm,n , rankA = m < n .

Ïóñòü σ = {ai1, . . . , aim} � áàçèñ óãëîâîé òî÷êè x ∈ X , Bσ � áàçèñíàÿ
ìàòðèöà, Iσ � ìíîæåñòâî áàçèñíûõ èíäåêñîâ, xσ = [xi]i∈Iσ

. Èç (1.15)
èìååì

xσ = B−1
σ b . (1.22)

Ââåäåì âåêòîð cσ = [ci]i∈Iσ
. Òîãäà

〈c, x〉 =
∑

i∈Iσ

cixi +
∑

i6∈Iσ

cixi = 〈cσ, xσ〉 .

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà xσ èç (1.22), ïîëó÷èì

〈c, x〉 = 〈cσ, B−1
σ b〉 = 〈B−T

σ cσ, b〉 , (1.23)

ãäå B−T
σ

4
= (B−1

σ )T = (BT
σ )−1 . Ïîëàãàÿ

y = y(σ) = B−T
σ cσ , (1.24)

ðàâåíñòâî (1.23) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

〈c, x〉 = 〈b, y〉 .

Îòñþäà, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû
Ax = b, â òîì ÷èñëå è äëÿ ëþáîãî x ∈ X

〈c, x〉 = 〈Ax, y〉 = 〈ATy, x〉 .

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî x ∈ X

〈c, x〉 − 〈c, x〉 = 〈c− ATy, x〉 . (1.25)

Ââåäåì âåêòîð
∆ = ∆(σ) = ATy − c . (1.26)

Òîãäà ôîðìóëà (1.25) ïðèìåò âèä:

〈c, x〉 − 〈c, x〉 = −〈∆, x〉 . (1.27)

Ôîðìóëà (1.27) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé ïðèðàùåíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè â
óãëîâîé òî÷êå x (ïîñêîëüêó âåêòîð ∆ çàâèñèò, âîîáùå ãîâîðÿ, îò áà-
çèñà, ôîðìóëó (1.27) òî÷íåå áûëî áû íàçâàòü ôîðìóëîé ïðèðàùåíèÿ â
áàçèñå σ ).
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Ò å î ð å ì à 1.3 (Êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè óãëîâîé òî÷êè). Ïóñòü
x � óãëîâàÿ òî÷êà â êàíîíè÷åñêîé çàäà÷å (1.20), (1.21). Åñëè ñóùåñòâóåò
åå áàçèñ σ òàêîé, ÷òî

∆(σ) ≥ 0 , (1.28)

òî x � ðåøåíèå çàäà÷è (1.20), (1.21).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1.28), òî äëÿ

ëþáîãî x ∈ X ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈∆, x〉 ≥ 0 è, â ñèëó ôîðìóëû
ïðèðàùåíèÿ, 〈c, x〉 ≥ 〈c, x〉 .

Ï ð è ì å ð 1.3. Ïóñòü çàäà÷à ËÏ èìååò âèä
−x1 − x2 − 2x3 − 2x4 → max ;

x1 + x2 + 3x3 + x4 = 3 ,

x1 − x2 + x3 + 2x4 = 1 ,

xi ≥ 0 , i = 1, 2, 3, 4 .

Òî÷êà x = (0, 0, 1, 0) � âûðîæäåííàÿ óãëîâàÿ òî÷êà ñ áàçèñàìè σ1 =
= {a1, a3}, σ2 = {a2, a3} è σ3 = {a3, a4} . Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
∆(σ1) = (0, 1, 0, 1/2) ≥ 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà x � ðåøåíèå ðàññìàò-
ðèâàåìîé çàäà÷è. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (1.28) âûïîëíÿåòñÿ òàêæå â áà-
çèñå σ2 è íå âûïîëíÿåòñÿ â áàçèñå σ3 : ∆(σ2) = (1/2, 0, 0, 7/4), ∆(σ3) =
= (−1/5, 7/5, 0, 0) .

Âåêòîð ∆ íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì îöåíîê (îòíîñèòåëüíûõ îöåíîê, ïî-
ñêîëüêó çàâèñèò îò áàçèñà), à åãî êîìïîíåíòû ∆i, i = 1, . . . , n, � îöåíêàìè
(îòíîñèòåëüíûìè îöåíêàìè). Èç (1.26) âûòåêàåò, ÷òî

∆i = 〈ai, y〉 − ci , i = 1, . . . , n . (1.29)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà y èç (1.24), ïîëó÷èì

∆i = 〈ai, B−T
σ cσ〉 − ci = 〈B−1

σ ai, cσ〉 − ci . (1.30)

Ïîëîæèì
λi = B−1

σ ai . (1.31)

Òîãäà ôîðìóëà (1.30) ïðèìåò âèä:

∆i = 〈cσ, λi〉 − ci , i = 1, . . . , n . (1.32)

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî, òàê êàê

B−1
σ Bσ = [B−1

σ ai1 . . . B−1
σ aim] = [λi1 . . . λim] = E ,
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ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, òî λij = ej, ãäå ej ∈ Rm � j � òûé îðò.
Ñëåäîâàòåëüíî,

∆ij = 〈cσ, ej〉 − cij = cij − cij = 0 , j = 1, . . . , m .

Òî åñòü,
∆i = 0 ∀i ∈ Iσ . (1.33)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôîðìóëà ïðèðàùåíèÿ (1.27) è êðèòåðèé îïòèìàëü-
íîñòè (1.28) ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå, ñîîòâåòñòâåííî,

〈c, x〉 − 〈c, x〉 = −
∑

i6∈Iσ

∆ixi , (1.34)

∆i ≥ 0 ∀i 6∈ Iσ . (1.35)

Ç à ì å ÷ à í è å. Èç (1.31) ñëåäóåò, ÷òî

ai = Bσλ
i =

m∑
j=1

λjia
ij , (1.36)

ãäå λji = λi
j �j � òàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà λi. Òàêèì îáðàçîì, êîìïîíåíòû

âåêòîðà λi ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà ai ïî
áàçèñíûì âåêòîðàì.

Óïðàæíåíèÿ

1.1. Ïóñòü σ � áàçèñ óãëîâîé òî÷êè x ∈ X , ∆ = ∆(σ) . Äîêàçàòü, ÷òî
åñëè

∆i > 0 ∀i 6∈ Iσ , (1.37)

òî x � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.20), (1.21).
1.2. Äëÿ ìíîæåñòâ, çàäàííûõ ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè, íàéòè âñå óãëî-

âûå òî÷êè è èõ áàçèñû. Óêàçàòü âûðîæäåííûå è íåâûðîæäåííûå óãëîâûå
òî÷êè.

i. x1 + x2 + x3 = 1 , ii. x1 + x2 + x3 + x4 = 2 ,

x1 − x3 = 0 , 2x1 + x2 + 2x3 − x4 = 2 ,

xi ≥ 0 , i = 1, 2, 3 ; xi ≥ 0 , i = 1, 2, 3, 4 .
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1.3. Èññëåäîâàòü íà îïòèìàëüíîñòü óãëîâóþ òî÷êó x â ñëåäóþùèõ çà-
äà÷àõ:

i. − x1 + 2x2 − x3 → max ; ii. x1 + x2 + x3 → max ;

x1 − x2 + 2x3 = 0 , −2x1 + x2 + x3 = 4 ,

x1 + x2 + 5x3 = 2 , − x1 + 2x2 − x3 = −1 ,

xi ≥ 0 , i = 1, 2, 3 , xi ≥ 0 , i = 1, 2, 3 ,

x = (1, 1, 0) ; x = (0, 1, 3) ;

iii. 2x1 − 4x2 + x3 − x4 + 3x5 → max ;

−5x1 + 6x2 − 7x3 + x4 + 14x5 = −7 ,

x1 − 5x2 − 10x3 − 4x4 + 20x5 = −10 ,

xi ≥ 0 , i = 1, . . . 5 ,

x = (2, 0, 0, 3, 0) ;

iv. 24x1 + 3x2 + 9x3 − 11x4 − 14x5 → max ;

−3x1 + 4x2 + 3x4 + 3x5 = −6 ,

9x1 − 3x2 − 8x4 − 8x5 = 19 ,

−4x3 − 3x4 − 2x5 = −3 ,

xi ≥ 0 , i = 1, . . . , 5 ,

x = (3, 0, 0, 1, 0) .

�2. Ñèìïëåêñ-ìåòîä

Ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêóþ çàäà÷ó ËÏ

f(x) = 〈c, x〉 → max ; x ∈ X , (2.1)

X = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0} , (2.2)

ãäå A ∈ Mm,n, rankA = m < n .
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Ñäåëàåì ñëåäóþùåå äîïóùåíèå (â äàëüíåéøåì ìû îò íåãî èçáàâèì-
ñÿ) � âñå óãëîâûå òî÷êè â çàäà÷å (2.1), (2.2) ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè.
Ñàìà çàäà÷à (2.1), (2.2) â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé çàäà-
÷åé ËÏ.

Ïóñòü x � óãëîâàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà X, σ = {ai1, . . . , aim} � åå áà-
çèñ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè â òî÷êå x íå âûïîëíÿ-
åòñÿ � ñóùåñòâóþò èíäåêñû i 6∈ Iσ òàêèå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå èì îöåíêè
∆i < 0. Òîãäà èç ôîðìóëû ïðèðàùåíèÿ (1.34) ñëåäóåò, ÷òî 〈c, x〉 > 〈c, x〉
äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ∈ X òàêîãî, ÷òî

∑

i6∈Iσ

∆ixi < 0 . (2.3)

Î÷åâèäíî, èìååò ñìûñë ïîïûòàòüñÿ íàéòè òàêîé âåêòîð � äàæå åñëè îí íå
îêàæåòñÿ ðåøåíèåì ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, òî âî âñÿêîì ñëó÷àå äàñò
ëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ê èñêîìîìó îïòèìóìó, ÷åì âåêòîð x.

2.1. Ïðîñòåéøèé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ âåêòîðà x ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùå-
ãî óñëîâèþ (2.3), ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé èíäåêñ
i 6∈ Iσ : ∆i < 0, ïóñòü ýòî áóäåò èíäåêñ i = k, è ïîëîæèì

xi = 0, i 6∈ Iσ, i 6= k , (2.4)

xk = θ , (2.5)

ãäå θ � íåêîòîðîå, ïîêà ïðîèçâîëüíîå, ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Èç (1.34)
ïðè ýòîì ôîðìàëüíî ïîëó÷èì, ÷òî

〈c, x〉 − 〈c, x〉 = −θ∆k . (2.6)

Ôîðìóëû (2.4) è (2.5) îïðåäåëÿþò êîìïîíåíòû xi âåêòîðà x äëÿ
i 6∈ Iσ. Îñòàëüíûå åãî êîìïîíåíòû íàéäåì èç óñëîâèÿ Ax = b. Äëÿ ýòîãî
îáîçíà÷èì xσ = (xσ

1 , . . . , x
σ
m) = (xi1, . . . , xim) è ïîäñòàâèì (2.4) è (2.5) â

ñèñòåìó Ax = b:

Ax =
∑

i∈Iσ

xia
i +

∑

i 6∈Iσ

xia
i = Bσx

σ + θak = b .

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ (1.22) è (1.31),

xσ = xσ − θλk , (2.7)
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èëè, â ïîêîìïîíåíòíîé çàïèñè,

xij = xij − θλjk , j = 1, . . . , m . (2.8)

Îñòàåòñÿ âûáðàòü ïàðàìåòð θ > 0 òàê, ÷òîáû âñå êîìïîíåíòû xij âåêòîðà
xσ áûëè íåîòðèöàòåëüíû. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

Cëó÷àé 1: λk ≤ 0 .

Òîãäà, òàê êàê xσ > 0, òî xσ > 0 ïðè ëþáîì θ > 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïðè ëþáîì θ > 0 âåêòîð x = x(θ), ïîñòðîåííûé ïî ôîðìóëàì (2.4), (2.5)
è (2.7), ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó X . Ïðè θ → +∞ èç (2.6) ïîëó÷èì, ÷òî
〈c, x〉 → +∞. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à íå èìååò
ðåøåíèÿ: sup

X
〈c, x〉 = +∞ (öåëåâàÿ ôóíêöèÿ íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó íà

ìíîæåñòâå ïëàíîâ).
Ñëó÷àé 2: ñóùåñòâóþò èíäåêñû j ∈ {1, . . . , m} : λjk > 0 .

Ââåäåì ìíîæåñòâî Jk = {j : λjk > 0}. Èç (2.8) ñëåäóåò, ÷òî åñëè
j 6∈ Jk, òî xij > 0 äëÿ ëþáîãî θ > 0. Äëÿ j ∈ Jk äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
óñëîâèå

xij − θλjk ≥ 0 .

Îòñþäà ïîëó÷èì óñëîâèå íà âûáîð ïàðàìåòðà θ:

0 < θ ≤ min
j∈Jk

xij

λjk
= min

j∈Jk

xσ
j

λjk
.

Èç ôîðìóëû (2.6) ñëåäóåò, ÷òî ÷åì áîëüøå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà θ, òåì
áîëüøå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè â òî÷êå x = x(θ):

〈c, x〉 = 〈c, x〉+ θ|∆k| .
Ñëåäîâàòåëüíî, ëó÷øå âñåãî ïîëàãàòü

θ = θk = min
j∈Jk

xσ
j

λjk
. (2.9)

Ò å î ð å ì à 2.1. Òî÷êà x = x(θk), ïîñòðîåííàÿ ïî ôîðìóëàì (2.4),
(2.5), (2.7) è (2.9), ÿâëÿåòñÿ óãëîâîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ
Ë å ì ì à 2.1. Ïóñòü âåêòîðû

p1, p2, . . . , pr (2.10)
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îáðàçóþò ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó, âåêòîð q =
r∑

j=1
λjp

j. Åñëè äëÿ

íåêîòîðîãî s, 1 ≤ s ≤ r, êîýôôèöèåíò λs 6= 0, òî ñèñòåìà âåêòîðîâ
p1, . . . , ps−1, q, ps+1, . . . , pr, ïîëó÷åííàÿ èç ñèñòåìû (2.10) çàìåíîé âåêòîðà
ps íà âåêòîð q, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ñóùåñòâóþò ÷èñëà
β1, . . . , βs−1, β, βs+1, . . . , βr, ñðåäè êîòîðûõ åñòü îòëè÷íûå îò íóëÿ, òàêèå,
÷òî

r∑
j=1

j 6=s

βjp
j + βq = 0. Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà q =

r∑
j=1

λjp
j, ïîëó÷èì

r∑
j=1

j 6=s

(βj + βλj)p
j + λsβps = 0 .

Òàê êàê âåêòîðû (2.10) ëèíåéíî íåçàâèñèìû è λs 6= 0, ýòî ìîæåò èìåòü
ìåñòî òîëüêî ïðè β = β1 = . . . = βs−1 = βs+1 = . . . = βr = 0. Ïðîòèâîðå-
÷èå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 2.1. Ïóñòü ìèíèìóì
â ôîðìóëå (2.9) ðåàëèçóåòñÿ íà èíäåêñå s. Òî åñòü, θk = xσ

s/λsk. Òîãäà
èç (2.8) ñëåäóåò, ÷òî xis = 0. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà x = x(θk) èìååò íå
áîëåå m îòëè÷íûõ îò íóëÿ êîìïîíåíò xi1, . . . , xis−1

, xis+1
, . . . , xim è xk = θk

(â ïðèíöèïå, åñëè èíäåêñ s, íà êîòîðîì ðåàëèçóåòñÿ ìèíèìóì â (2.9),
íååäèíñòâåííûé, òî ÷èñëî îòëè÷íûõ îò íóëÿ êîìïîíåíò òî÷êè x ìåíüøå
m; äëÿ íåâûðîæäåííûõ çàäà÷, êàê ìû óáåäèìñÿ â õîäå äîêàçàòåëüñòâà,
ýòîò ñëó÷àé íå èìååò ìåñòà). Â ñèëó òåîðåìû 1.1 îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî
âåêòîðû

ai1, . . . , ais−1, ak, ais+1, . . . , aim (2.11)

ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî (ñì. (1.36))

ak = Bσλ
k =

m∑
j=1

λjka
ij .

Òàê êàê âåêòîðû aij , j = 1, . . . , m, ëèíåéíî íåçàâèñèìû è, ïî îïðåäå-
ëåíèþ, λsk > 0, òî ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü âåêòîðîâ (2.11) ñëåäóåò èç
ëåììû 2.1. Ñòàëî áûòü, òî÷êà x = x(θk) � óãëîâàÿ è, â ñèëó íåâûðîæ-
äåííîñòè, èìååò ðîâíî m ïîëîæèòåëüíûõ êîìïîíåíò. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî èíäåêñ s, íà êîòîðîì ðåàëèçóåòñÿ ìèíèìóì â ôîðìóëå (2.9) � åäèí-
ñòâåííûé.
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Ïîäâåäåì èòîã. Åñëè â óãëîâîé òî÷êå x íå âûïîëíÿåòñÿ êðèòåðèé îï-
òèìàëüíîñòè, òî, âûáèðàÿ ïðîèçâîëüíûé èíäåêñ k : ∆k < 0, ìîæíî ëè-
áî óñòàíîâèòü íåîãðàíè÷åííîñòü öåëåâîé ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå ïëàíîâ,
ëèáî, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (2.4), (2.5), (2.7) è (2.9), ïîñòðîèòü óãëîâóþ
òî÷êó x ñî çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè, áîëüøèì, ÷åì â òî÷êå x. Òî÷êó
x ìîæíî âçÿòü çà èñõîäíóþ è ïîâòîðèòü äëÿ íåå âñþ ïðîöåäóðó: ïðîâå-
ðèòü êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè è, åñëè îí íå âûïîëíÿåòñÿ, ëèáî óñòàíî-
âèòü íåîãðàíè÷åííîñòü öåëåâîé ôóíêöèè, ëèáî ïîñòðîèòü íîâóþ óãëîâóþ
òî÷êó, â êîòîðîé çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè áóäåò áîëüøå, ÷åì â òî÷êå x.
È ò.ä. Îïèñàííûé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêñ-ìåòîäîì.
Ïîñêîëüêó íà êàæäîé åãî èòåðàöèè çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè ñòðîãî
ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, òî íè îäíà óãëîâàÿ òî÷êà íå ìîæåò âñòðåòèòüñÿ
äâàæäû, à òàê êàê ÷èñëî óãëîâûõ òî÷åê êîíå÷íî, òî ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñ-
ëî èòåðàöèé áóäåò ëèáî íàéäåíà óãëîâàÿ òî÷êà, ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì
çàäà÷è, ëèáî óñòàíîâëåíî, ÷òî sup

X
〈c, x〉 = +∞. Íà ïðàêòèêå ÷èñëî èòå-

ðàöèé ñèìïëåêñ-ìåòîäà îáû÷íî íå ïðåâîñõîäèò 2m− 4m.
Ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ îäíîâðåìåííî ñëóæàò äîêàçàòåëüñòâîì ñëå-

äóþùåé òåîðåìû.
Ò å î ð å ì à 2.2. Åñëè ìíîæåñòâî X∗ = Argmax

X
〈c, x〉 6= ∅, òî îíî

ñîäåðæèò óãëîâûå òî÷êè ìíîæåñòâà X. Óãëîâàÿ òî÷êà x ∈ X∗ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ íåå âûïîëíÿåòñÿ êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè.

Òàêæå î÷åâèäíà ñëåäóþùàÿ
Ò å î ð å ì à 2.3. Åñëè öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è (2.1), (2.2) îãðàíè÷åíà

ñâåðõó íà ìíîæåñòâå ïëàíîâ, òî çàäà÷à èìååò ðåøåíèå (X∗ 6= ∅).
2.2. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî áàçèñ íîâîé óãëîâîé

òî÷êè x îáðàçóåòñÿ èç áàçèñà ñòàðîé óãëîâîé òî÷êè x çàìåíîé âåêòîðà
ais íà âåêòîð ak. Ýòà çàìåíà è ïðàâèëà, ïî êîòîðûì îíà ïðîèçâîäèòñÿ,
è ñîñòàâëÿþò, ïî ñóùåñòâó, ÿäðî ñèìïëåêñ-ìåòîäà, àëãîðèòì êîòîðîãî
ìîæåò áûòü òåïåðü ïðåäñòàâëåí â ñëåäóþùåé ôîðìå.

À ë ã î ð è ò ì 2.1.
Øàã 0. Çàäàòü öåëåâîé âåêòîð c, ìàòðèöó óñëîâèé A, âåêòîð îãðàíè÷å-

íèé b è ìíîæåñòâî áàçèñíûõ èíäåêñîâ Iσ = {i1, . . . , im}. Ñôîðìèðîâàòü
áàçèñíóþ ìàòðèöó Bσ = [ai1 . . . aim] è âåêòîð cσ = (ci1, . . . , cim).
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Øàã 1. Âû÷èñëèòü ìàòðèöó B−1
σ è âåêòîð xσ = B−1

σ b.
Øàã 2. Âû÷èñëèòü âåêòîð y = B−T

σ cσ è îöåíêè ∆i = 〈y, ai〉 − ci

äëÿ i 6∈ Iσ.

Øàã 3. Åñëè ∆i ≥ 0 äëÿ âñåõ i 6∈ Iσ, òî ïîëîæèòü x∗i = 0 äëÿ
i 6∈ Iσ, x∗ij = xσ

j , j = 1, . . . , m, âû÷èñëèòü f(x∗) = 〈c, x∗〉 = 〈cσ, xσ〉 è
îñòàíîâèòüñÿ: x∗ � îïòèìàëüíûé ïëàí; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåéòè íà
øàã 4.

Øàã 4. Âûáðàòü ïðîèçâîëüíûé èíäåêñ k 6∈ Iσ : ∆k < 0 è âû÷èñëèòü
âåêòîð λk = B−1

σ ak.

Øàã 5. Åñëè λjk ≤ 0 äëÿ âñåõ j = 1, . . . ,m, òî îñòàíîâèòüñÿ: sup
X
〈c, x〉 =

= +∞ ; èíà÷å ïåðåéòè íà øàã 6.
Øàã 6. Âû÷èñëèòü s = arg min

j:λjk>0

xσ
j

λjk
.

Øàã 7. Â ìíîæåñòâå Iσ èíäåêñ is çàìåíèòü íà èíäåêñ k, â ìàòðèöå
Bσ � âåêòîð ais íà âåêòîð ak, â âåêòîðå cσ � êîìïîíåíòó cis íà ck (ò.å.
ïîëîæèòü is = k, ais = ak, cis = ck ). Ïåðåéòè íà øàã 1.

Àëãîðèòì 2.1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñàìóþ îáùóþ, ïðèíöèïèàëüíóþ,
ñõåìó îäíîãî èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ âàðèàíòîâ ñèìïëåêñ-ìåòîäà,
êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííûì ñèìïëåêñ-ìåòîäîì. Îáñóäèì
íåêîòîðûå âîïðîñû åãî ðåàëèçàöèè.

i. Â êà÷åñòâå èíäåêñà k íà øàãå 4 îáû÷íî ðåêîìåíäóåòñÿ âûáèðàòü òîò
èíäåêñ k, äëÿ êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþùàÿ îöåíêà ∆k ìèíèìàëüíà (ìàêñè-
ìàëüíà ïî ìîäóëþ). Ýòî, êàê ïðàâèëî, íåñêîëüêî ñîêðàùàåò ÷èñëî èòåðà-
öèé ñèìïëåêñ-ìåòîäà, íî òðåáóåò âû÷èñëåíèÿ âñåõ îöåíîê ∆i äëÿ i 6∈ Iσ.
Ìîæíî, î÷åâèäíî, íå âû÷èñëÿòü âñå îöåíêè, åñëè â êà÷åñòâå èíäåêñà k

âçÿòü òîò, äëÿ êîòîðîãî ïåðâàÿ èç âû÷èñëåííûõ îöåíîê áóäåò ìåíüøå
íóëÿ.

ii. Íà âñåõ èòåðàöèÿõ ñèìïëåêñ-ìåòîäà, êðîìå ïåðâîé, áàçèñíóþ ìàò-
ðèöó Bσ ìîæíî íå îáðàùàòü êàæäûé ðàç çàíîâî, à ïåðåñ÷èòûâàòü îáðàò-
íóþ ìàòðèöó B−1

σ ïî ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì. Äëÿ âûâîäà ýòèõ ôîðìóë
áàçèñíóþ ìàòðèöó â ñòàðîé óãëîâîé òî÷êå áóäåì îáîçíà÷àòü, êàê è ïðåæ-
äå, ÷åðåç Bσ, à áàçèñíóþ ìàòðèöó â íîâîé óãëîâîé òî÷êå � ÷åðåç Bτ . Òî
åñòü,

Bσ = [ai1 . . . ais−1 ais ais+1 . . . aim],
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Bτ = [ai1 . . . ais−1 ak ais+1 . . . aim].

Òîãäà, òàê êàê B−1
σ aij = ej, j = 1, . . . , m, à B−1

σ ak = λk, òî
B−1

σ Bτ = [e1 . . . es−1 λk es+1 . . . em] = Es .

Îòñþäà
B−1

τ = E−1
s B−1

σ . (2.12)

Ìàòðèöà E−1
s , êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, èìååò âèä:

E−1
s = [e1 . . . es−1 ηk es+1 . . . em], (2.13)

ãäå êîìïîíåíòû âåêòîðà ηk âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

ηk
j =




−λjk/λsk j = 1, . . . , m, j 6= s

1/λsk j = s .

(2.14)

Ýëåìåíòû ìàòðèö B−1
σ è B−1

τ îáîçíà÷èì, ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç βji è βji.
Èç (2.12) � (2.14) ñëåäóåò, ÷òî

βji = βji −
λjk

λsk
βsi , j, i = 1. . . . , m, j 6= s , (2.15)

βsi =
1

λsk
βsi , i = 1, . . . , m. (2.16)

2.3. Äðóãîé ïîäõîä ê ðåàëèçàöèè ñèìïëåêñ-ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî-
áû íà âñåõ èòåðàöèÿõ, êðîìå ïåðâîé, âîîáùå íå èìåòü äåëà ñ îáðàòíîé
áàçèñíîé ìàòðèöåé, à âìåñòî íåå ðåêóððåíòíî ïåðåñ÷èòûâàòü êîìïîíåí-
òû âåêòîðà xσ, çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè, êîìïîíåíòû âåêòîðîâ λi è
îöåíêè ∆i. Âñå ýòè ïàðàìåòðû óäîáíî îáúåäèíèòü â îäíó ìàòðèöó Λ ðàç-
ìåðà (m + 1)× (n + 1) :

Λ = [λji]
m,n
j,i=0 =

[ 〈c, x〉 ∆1 . . . ∆n

xσ λ1 . . . λn

]
.

Ìàòðèöà Λ íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêñíîé òàáëèöåé, ñîîòâåòñòâóþùåé óãëî-
âîé òî÷êå x (òî÷íåå � áàçèñó σ).

Ââåäåì, äëÿ åäèíîîáðàçèÿ, ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ∆0 = 〈c, x〉,
a0 = b è ïîëîæèì c0 = 0. Òîãäà xσ = B−1

σ a0 = λ0, ∆0 = 〈cσ, xσ〉 =
= 〈cσ, λ0〉 − c0, à ìàòðèöà Λ ïðèíèìàåò âèä:

Λ =

[
∆0 ∆1 . . . ∆n

λ0 λ1 . . . λn

]
.
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Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòû ìàòðèöû Λ,

λji = λi
j, j = 1, . . . , m, i = 0, . . . , n, (2.17)

λ0i = ∆i = 〈cσ, λi〉 − ci =

=
m∑

j=1

cijλji − ci, i = 0, . . . , n . (2.18)

(Çäåñü äëÿ âû÷èñëåíèÿ îöåíîê èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà (1.32)).
Íîâîé óãëîâîé òî÷êå x ñîîòâåòñòâóåò íîâûé áàçèñ τ = {ai1, . . . , ais−1,

ak, ais+1, . . . , aim} è íîâàÿ ñèìïëåêñíàÿ òàáëèöà

Γ = [γji]
m,n
j,i=0 =

[
∆0(τ) ∆1(τ) . . . ∆n(τ)

γ0 γ1 . . . γn

]
,

ãäå γi = B−1
τ ai, ∆i(τ) = 〈cτ , γi〉 − ci, à âåêòîð cτ = (ci1, . . . , cis−1

, ck,
cis+1

, . . . , cim). Êàê è â òàáëèöå Λ ýëåìåíòû íóëåâîãî ñòîëáöà òàáëè-
öû Γ � ýòî çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè è áàçèñíûå êîìïîíåíòû óãëîâîé
òî÷êè: ∆0(τ) = 〈c, x〉, γ0 = xτ .

Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó ýëåìåíòàìè ñòàðîé è íîâîé ñèìïëåêñíûõ òàá-
ëèö. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî â ñèëó (2.12) � (2.14) äëÿ ëþáîãî i = 0, . . . , n

γi = B−1
τ ai = E−1

s B−1
σ ai = E−1

s λi,

èëè, â ïîêîìïîíåíòíîé çàïèñè,

γji = γi
j = λji − λjk

λsk
λsi , j = 1, . . . , m , j 6= s,

γsi = γi
s =

λsi

λsk
.

Òîãäà

γ0i = ∆i(τ) = 〈cτ , γi〉 − ci =
m∑

j=1

j 6=s

cijγji + ckγsi − ci =

=
m∑

j=1

j 6=s

cij(λji − λjk

λsk
λsi) + ck

λsi

λsk
− ci .
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Îòñþäà, òàê êàê λji − λjk

λsk
λsi = 0 ïðè j = s,

γ0i =
m∑

j=1

cij(λji − λjk

λsk
λsi) + ck

λsi

λsk
− ci =

= (
m∑

j=1

cijλji − ci)− λsi

λsk
(

m∑

j=1

cijλjk − ck) =

= ∆i(σ)− λsi

λsk
∆k(σ) = λ0i − λsi

λsk
λ0k .

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëû ïåðåñ÷åòà ñèìïëåêñíûõ òàáëèö ïðè ïåðåõîäå
îò óãëîâîé òî÷êè x ê óãëîâîé òî÷êå x èìåþò âèä:

γji = λji − λjk

λsk
λsi , j = 0, . . . , m , j 6= s , i = 0, . . . , n , (2.19)

γsi =
λsi

λsk
, i = 0, . . . , n . (2.20)

Ýëåìåíò λsk â ôîðìóëàõ (2.19) è (2.20) íàçûâàåòñÿ âåäóùèì ýëåìåíòîì,
s � òàÿ ñòðîêà è k � òûé ñòîëáåö ìàòðèöû Λ (ñòàðîé ñèìïëåêñíîé òàá-
ëèöû), íà ïåðåñå÷åíèè êîòîðûõ íàõîäèòñÿ âåäóùèé ýëåìåíò, íàçûâàþòñÿ
âåäóùåé ñòðîêîé è âåäóùèì ñòîëáöîì.

Íà ÿçûêå ñèìïëåêñíûõ òàáëèö àëãîðèòì ñèìïëåêñ-ìåòîäà ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí â ñëåäóþùåé ôîðìå.

À ë ã î ð è ò ì 2.2.
Øàã 0. Çàäàòü öåëåâîé âåêòîð c, ìàòðèöó óñëîâèé A, âåêòîð îãðàíè-

÷åíèé b è ìíîæåñòâî áàçèñíûõ èíäåêñîâ Iσ = {i1, . . . , im}.
Øàã 1. (∗ Çàïîëíåíèå íà÷àëüíîé ñèìïëåêñíîé òàáëèöû Λ ∗)
i. Ñôîðìèðîâàòü áàçèñíóþ ìàòðèöó Bσ, âåêòîð cσ è âû÷èñëèòü B−1

σ .
Ïîëîæèòü a0 = b , c0 = 0.

ii. Äëÿ i = 0, . . . , n âû÷èñëèòü λi = B−1
σ ai (ñòîëáöû ñèìïëåêñíîé

òàáëèöû áåç ýëåìåíòîâ íóëåâîé ñòðîêè). Ïîëîæèòü λji = λi
j , j =

= 1, . . . , m, i = 0, . . . , n.

iii. Äëÿ i = 0, . . . , n ïîëîæèòü λ0i = 〈cσ, λi〉 − ci (çàïîëíèòü íóëåâóþ
ñòðîêó ñèìïëåêñíîé òàáëèöû).
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Øàã 2. (∗ Ïðîâåðêà óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ∗)
Åñëè λ0i ≥ 0 äëÿ i = 1, . . . , n, òî ïîëîæèòü x∗i = 0 äëÿ i 6∈ Iσ , x∗ij = λj0

äëÿ j = 1, . . . , m , 〈c, x∗〉 = λ00 è îñòàíîâèòüñÿ: x∗ � îïòèìàëüíûé ïëàí.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåéòè íà øàã 3.

Øàã 3. (∗ Âûáîð âåäóùåãî ñòîëáöà ∗)
Âûáðàòü ïðîèçâîëüíûé èíäåêñ k ∈ {1, . . . , n} : λ0k < 0.

Øàã 4. (∗ Ïðîâåðêà óñëîâèÿ íåîãðàíè÷åííîñòè öåëåâîé ôóíêöèè ∗)
Åñëè λjk ≤ 0 äëÿ âñåõ j = 1, . . . , m, òî îñòàíîâèòüñÿ: sup

X
〈c, x〉 = +∞.

Èíà÷å ïåðåéòè íà øàã 5.
Øàã 5. (∗ Âûáîð âåäóùåé ñòðîêè ∗)
Âû÷èñëèòü s = argmin{λj0

λjk
: λjk > 0, 1 ≤ j ≤ m}.

Øàã 6. (∗ Ïåðåñ÷åò ñèìïëåêñíîé òàáëèöû ∗)
Â ìíîæåñòâå Iσ ïîëîæèòü is = k (íîâîå ìíîæåñòâî áàçèñíûõ èíäåê-

ñîâ ôîðìèðóåòñÿ íà ìåñòå ñòàðîãî). Âû÷èñëèòü ýëåìåíòû ñèìïëåêñíîé
òàáëèöû Γ:

γsi =
λsi

λsk
, i = 0, . . . , n,

γji = λji − γsiλjk , j = 0, . . . , m, j 6= s , i = 0, . . . , n .

Øàã 7. (∗ Ïåðåõîä íà íîâóþ èòåðàöèþ ∗)
Ïîëîæèòü Λ = Γ è ïåðåéòè íà øàã 2.
Ïðè ðåàëèçàöèè (íà êîìïüþòåðå) àëãîðèòì 2.2, ðàçóìååòñÿ, ìîæåò

áûòü ìîäèôèöèðîâàí � óáðàíû íåíóæíûå (èçáûòî÷íûå) ìàññèâû, ïåðå-
ñûëêè, ïðîâåðêè è ò.ï. Âñå ýòè ìîäèôèêàöèè î÷åâèäíû è ìû èõ íå îá-
ñóæäàåì. Çàìåòèì òîëüêî, ÷òî, òàê êàê äëÿ i ∈ Iσ îöåíêè λ0i = ∆i = 0,
à âåêòîðû λij = ej , j = 1, . . . , m, òî áàçèñíûå ñòîëáöû ñèìïëåêñíîé òàá-
ëèöû (íà êàæäîé èòåðàöèè) ìîæíî çàïîëíÿòü ñðàçó, íå âû÷èñëÿÿ, ýòî �
åäèíè÷íûå ñòîëáöû, ãäå 1 ñòîèò íà ïåðåñå÷åíèè j � òîé ñòðîêè è ij � òîãî
ñòîëáöà, j = 1, . . . , m.

Îáùèé âèä ñèìïëåêñíîé òàáëèöû ïðåäñòàâëåí â òàáë. 2.1 è 2.2. Äëÿ
óäîáñòâà íàä òàáëèöàìè ïðîñòàâëåíû íîìåðà ñòîëáöîâ, à ñëåâà ïîìå÷åíû
íóëåâàÿ ñòðîêà ∆ è ïðîñòàâëåíû áàçèñíûå èíäåêñû. Òàêæå äëÿ óäîáñòâà
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â òàáëèöàõ âûäåëåíû íóëåâàÿ ñòðîêà (ñòðîêà îöåíîê) è íóëåâîé ñòîëáåö,
ñîäåðæàùèé áàçèñíûå êîìïîíåíòû óãëîâîé òî÷êè. Êðîìå òîãî, â òàáë. 2.1
âûäåëåíû âåäóùàÿ ñòðîêà è âåäóùèé ñòîëáåö (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
∆k < 0 è λsk > 0). Òàáë. 2.2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèìïëåêñíóþ òàáëèöó,
ïîëó÷åííóþ ïîñëå ïåðåñ÷åòà òàáë. 2.1 (äëÿ îïðåäåëåííîñòè ìû ñ÷èòàåì,
÷òî â òàáë. 2.1 èíäåêñ is = r).

Òàáë. 2.1
0 1 2 · · · i1 · · · is · · · k · · · im · · · n

∆ 〈c, x〉 ∆1 ∆2 · · · 0 · · · 0 · · · ∆k · · · 0 · · · ∆n

i1 xi1 λ11 λ12 · · · 1 · · · 0 · · · λ1k · · · 0 · · · λ1n

i2 xi2 λ21 λ22 · · · 0 · · · 0 · · · λ2k · · · 0 · · · λ2n

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
is xis λs1 λs2 · · · 0 · · · 1 · · · λsk · · · 0 · · · λsn

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
im xim λm1 λm2 · · · 0 · · · 0 · · · λmk · · · 1 · · · λmn

Òàáë. 2.2
0 1 2 · · · i1 · · · r · · · k · · · im · · · n

∆ 〈c, x〉 ∆1 ∆2 · · · 0 · · · ∆r · · · 0 · · · 0 · · · ∆n

i1 xi1 γ11 γ12 · · · 1 · · · γ1r · · · 0 · · · 0 · · · γ1n

i2 xi2 γ21 γ22 · · · 0 · · · γ2r · · · 0 · · · 0 · · · γ2n

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
is = k xk γs1 γs2 · · · 0 · · · γsr · · · 1 · · · 0 · · · γsn

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
im xim γm1 γm2 · · · 0 · · · γmr · · · 0 · · · 1 · · · γmn

Ôîðìóëû ïåðåñ÷åòà ñèìïëåêñíûõ òàáëèö ëåãêî çàïîìíèòü â âèäå ñëå-
äóþùåãî ïðàâèëà ïåðåñ÷åòà. Âåäóùàÿ ñòðîêà ñòàðîé òàáëèöû äåëèòñÿ
íà âåäóùèé ýëåìåíò è çàíîñèòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùóþ åé ñòðîêó íîâîé
òàáëèöû (ôîðìóëà (2.20)). Çàïîëíÿþòñÿ ñòîëáöû íîâîé òàáëèöû ñ íî-
ìåðàìè, ïðèíàäëåæàùèìè íîâîìó ìíîæåñòâó áàçèñíûõ èíäåêñîâ ( â ñè-
ëó îòìå÷åííîãî âûøå, ýòè ñòîëáöû ñîñòîÿò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ åäèíè÷-
íûõ âåêòîðîâ). Îñòàëüíûå ýëåìåíòû íîâîé òàáëèöû âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ ïðàâèëà ïðÿìîóãîëüíèêà, âûòåêàþùåãî èç ôîðìóëû (2.19): ýëå-
ìåíòû λji, λsi, λjk è λsk íàõîäÿòñÿ â âåðøèíàõ ïðÿìîóãîëüíèêà, îáðàçî-
âàííîãî ïåðåñå÷åíèåì j � òîé è s � òîé (âåäóùåé) ñòðîê è i � òîãî è k �
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òîãî (âåäóùåãî) ñòîëáöîâ (ñì. ðèñ. 2.1 è 2.2); (j, i) � òûé ýëåìåíò íîâîé
òàáëèöû ðàâåí (j, i) � òîìó ýëåìåíòó ñòàðîé òàáëèöû ìèíóñ ïðîèçâåäåíèå
ýëåìåíòîâ ïðîòèâîïîëîæíîé äèàãîíàëè, äåëåííîå íà âåäóùèé ýëåìåíò.

©©©©©©

i k

Ðèñ. 2.1 Ðèñ. 2.2

s

j
HHHHHH

i k

λji

λsi λsk

λjk−×
:

s

j

λsi λsk

λjkλji

:

×
−

Ï ð è ì å ð 2.1. Èñïîëüçóÿ òàáëè÷íóþ ôîðìó ñèìïëåêñ�ìåòîäà, ðåøèì
ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ËÏ:

f(x) = 2x1 + x2 + 3x3 + 5x4 → max ;

2x1 + 3x2 + x3 + 2x4 + x5 = 30 ,

4x1 + 2x2 + x3 + 2x4 + x6 = 40 ,

x1 + 2x2 + 3x3 + x4 + x7 = 25 ,

xi ≥ 0 , i = 1, . . . , 7 .

Èñõîäíàÿ óãëîâàÿ òî÷êà â ýòîé çàäà÷å î÷åâèäíà: x = (0, 0, 0, 0, 30,
40, 25). Ìíîæåñòâî áàçèñíûõ èíäåêñîâ Iσ = {5, 6, 7}, áàçèñíàÿ ìàòðèöà
Bσ = E, ïîýòîìó λi = B−1

σ ai = ai. Òàê êàê cσ = (0, 0, 0), òî λ00 = ∆0 =
= 〈cσ, xσ〉 = 0, λ0i = ∆i = 〈cσ, λi〉 − ci = −ci. Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíàÿ
ñèìïëåêñíàÿ òàáëèöà èìååò âèä:

[
0 −c1 −c2 −c3 −c4 0 0 0
b a1 a2 a3 a4 e1 e2 e3

]
.

Â ðàçâåðíóòîé ôîðìå ýòà òàáëèöà ïðåäñòàâëåíà òàáëèöåé 2.3. Ïîñëåäóþ-
ùèå èòåðàöèè ñèìïëåêñ�ìåòîäà ïðåäñòàâëåíû òàáëèöàìè 2.4 è 2.5. Ñïðà-
âà îò òàáëèö 2.3 è 2.4 çàïèñàíû âåëè÷èíû θj = λj0/λjk äëÿ
j ∈ {1, . . . , m} : λjk > 0 (ìèíèìàëüíàÿ èç íèõ, â ñîîòâåòñòâèè ñ øàãîì 5
àëãîðèòìà 2.2 îïðåäåëÿåò âåäóùóþ ñòðîêó). Â òàáëèöàõ âûäåëåíû âåäó-
ùèé ñòîëáåö è âåäóùèé ýëåìåíò. Èíäåêñîì k ïîìå÷åí âåäóùèé ñòîëáåö,

50



èíäåêñîì s � âåäóùàÿ ñòðîêà. Äëÿ èëëþñòðàöèè ïðàâèëà ïðÿìîóãîëüíè-
êà â òàáë. 2.3 âûäåëåí ïðÿìîóãîëüíèê, âåðøèíû êîòîðîãî èñïîëüçóþòñÿ
äëÿ ïåðåñ÷åòà ýëåìåíòà λ32. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ïðàâèëîì ýëåìåíò γ32

òàáëèöû 2.4 ðàâåí 2− 1 · 3 : 2 = 1/2.
Òàáë. 2.3

∆

5
6
7

0 1 2 3 4 5 6 7

↑ k

0
30
40
25

−2

2
4
1

0
1
0
0

0
0
1
0

0
0
0
1

3
2
2

1
1
3

2
1

2r

r r

−1 −3 −5

15 ← s
20
25

Òàáë. 2.4
0 1 2 3 4 5 6 7

∆ 75 3 13/2 −1/2 0 5/2 0 0
4 15 1 3/2 1/2 1 1/2 0 0 30
6 10 2 −1 0 0 −1 1 0

7 10 0 1/2 5/2 0 −1/2 0 1 4 ← s

↑ k

Òàáë. 2.5
0 1 2 3 4 5 6 7

∆ 77 3 33/5 0 0 12/5 0 1/5
4 13 1 7/5 0 1 3/5 0 −1/5
6 10 2 −1 0 0 −1 1 0
3 4 0 1/5 1 0 −1/5 0 2/5

Â òàáë. 2.5 îöåíêè ∆i ≥ 0 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , 7. Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à
ðåøåíà: x∗ = (0, 0, 4, 13, 0, 10, 0), f(x∗) = 77.

Ï ð è ì å ð 2.2. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ËÏ:

f(x) = 5x1 + x2 − x4 → max ;

2x1 + 2x2 − x3 + x4 = 18 ,

6x1 − 4x2 − x3 − x4 = 14 ,

xi ≥ 0 , i = 1, 2, 3, 4 .
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Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî áàçèñíûõ èíäåêñîâ Iσ = {1, 4}. Òîãäà cσ =
= (5,−1) ,

Bσ =

[
2 1
6 −1

]
, B−1

σ =

[
1/8 1/8
3/4 −1/4

]
.

Ïîñëåäîâàòåëüíî óìíîæàÿ ìàòðèöó B−1
σ íà ñòîëáöû a0 = b, a2 è a3, çà-

ïîëíèì íèæíþþ ÷àñòü ñèìïëåêñíîé òàáëèöû (íàïîìíèì, ÷òî åå áàçèñ-
íûå ñòîëáöû ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì åäèíè÷íûì âåêòîðàì). Ðåçóëüòàò
ïðåäñòàâëåí â òàáë. 2.6.

Òàáë. 2.6
0 1 2 3 4

∆ 0 0
1 4 1 −1/4 −1/4 0
4 10 0 5/2 −1/2 1

Îñòàåòñÿ âû÷èñëèòü îöåíêè ∆0, ∆2 è ∆3. Â ñèëó ôîðìóëû ∆i =
= 〈cσ, λi〉 − ci äëÿ ýòîãî íàäî ñêàëÿðíî óìíîæèòü âåêòîð cσ íà íóæ-
íûé ñòîëáåö òàáëèöû 2.6 è çàòåì îòíÿòü ñîîòâåòñòâóþùèé êîýôôèöèåíò
öåëåâîãî âåêòîðà (íàïîìíèì, ÷òî c0 = 0). Ïîëó÷èì òàáëèöó 2.7.

Òàáë. 2.7
0 1 2 3 4

∆ 10 0 −19/4 −3/4 0
1 4 1 −1/4 −1/4 0
4 10 0 5/2 −1/2 1

Âñå ýëåìåíòû òðåòüåãî ñòîëáöà òàáëèöû 2.7 îòðèöàòåëüíû. Ñëåäîâà-
òåëüíî, sup

X
f(x) = +∞.

Î á ñ ó æ ä å í è å. Àëãîðèòìû 2.1 è 2.2 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâà
ñïîñîáà ðåàëèçàöèè îäíîãî è òîãî æå ìåòîäà. Â ïðèíöèïèàëüíîì ïëàíå
îíè, åñòåñòâåííî, íè÷åì íå îòëè÷àþòñÿ � íà÷àâ ñ îäíîãî è òîãî æå áàçè-
ñà è èñïîëüçóÿ îäèíàêîâûå ïðàâèëà âûáîðà âåäóùèõ ñòîëáöà è ñòðîêè,
ýòè àëãîðèòìû áóäóò çàòåì ãåíåðèðîâàòü îäèíàêîâûå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè áàçèñîâ è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì óãëîâûõ òî÷åê. Ïîýòîìó íèæå ìû áó-
äåì ñ÷èòàòü èõ ïîëíîñòüþ ðàâíîïðàâíûìè, ïðèáåãàÿ, â çàâèñèìîñòè îò
êîíêðåòíûõ ïîòðåáíîñòåé, ê òîé èëè èíîé ôîðìå çàïèñè (ê àëãîðèòìó 2.1
èëè àëãîðèòìó 2.2). Áîëåå òî÷íî, áàçîâîé ôîðìîé àëãîðèòìà ñèìïëåêñ-
ìåòîäà ìû áóäåì ñ÷èòàòü àëãîðèòì 2.1, à ñèìïëåêñíûå òàáëèöû (àëãî-
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ðèòì 2.2), ââèäó èõ íàãëÿäíîñòè, áóäåì èñïîëüçîâàòü, â îñíîâíîì, äëÿ
èëëþñòðàöèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ àëãîðèòìû 2.1 è 2.2 îòíþäü íå ýê-
âèâàëåíòíû � àëãîðèòì 2.1 ïðåäïî÷òèòåëüíåå àëãîðèòìà 2.2 õîòÿ áû ïî-
òîìó, ÷òî íå òðåáóåò ïåðåñ÷åòà íà êàæäîé èòåðàöèè âñåé ñèìïëåêñíîé
òàáëèöû, à îáõîäèòñÿ, ïî ñóòè äåëà, òîëüêî îäíèì åå ñòîëáöîì � λk (è,
êîíå÷íî, ïåðåñ÷åòîì îáðàòíîé áàçèñíîé ìàòðèöû). Ñóùåñòâóþùèå â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ êîììåð÷åñêèå ïàêåòû ïðîãðàìì ïî ëèíåéíîìó ïðîãðàì-
ìèðîâàíèþ îñíîâàíû èìåííî íà àëãîðèòìå 2.1 èëè îäíîé èç åãî ðàçíî-
âèäíîñòåé. Âû÷èñëèòåëüíàÿ òåîðèÿ ñèìïëåêñ�ìåòîäà ïîäðîáíî ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ â êíèãå [17].

Óïðàæíåíèÿ

2.1. Ïóñòü íåâûðîæäåííàÿ óãëîâàÿ òî÷êà x � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
çàäà÷è (2.1), (2.2), σ � åå áàçèñ. Äîêàçàòü, ÷òî òîãäà

∆i > 0 ∀i 6∈ Iσ .

2.2. Ðåøèòü ñëåäóþùèå çàäà÷è ËÏ, ïðåäâàðèòåëüíî ïðèâåäÿ èõ ê êà-
íîíè÷åñêîé ôîðìå:

i. x1 − 3x2 + x3 + x4 + x5 → max ;

2x1 + 3x2 − x3 + 7x4 + 9x5 ≤ 5 ,

x1 − x2 + x4 + 2x5 ≤ 2 ,

xi ≥ 0 , i = 1, . . . , 5 ;

ii. − x1 + x2 − 2x3 + 3x4 + x5 → max ;

x1 + 2x2 − x3 − 2x4 + x5 ≤ 3 ,

−x1 − x2 + x3 + 2x4 + x5 ≤ 1 ,

2x1 + x2 + x3 − x4 ≤ 1 ,

xi ≥ 0 , i = 1, . . . , 5 ;
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iii. x1 + 2x2 − 4x3 → max ;

x1 − x2 − x3 + x4 ≤ 1 ,

2x1 − x2 + x3 ≤ 3 ,

−x1 + 3x2 − 2x3 − x4 ≤ 2 ,

xi ≥ 0 , i = 1, 2, 3, 4 .

2.3. Ðåøèòü ñèìïëåêñ�ìåòîäîì ñëåäóþùèå çàäà÷è ËÏ, âçÿâ â êà÷åñòâå
èñõîäíîé óãëîâîé òî÷êè òî÷êó x, ïðèâåäåííóþ â óñëîâèÿõ:

i. x1 + 2x2 + x3 + 3x4 + x5 → max ;

x1 + x2 + 2x4 + x5 = 5 ,
x1 + x2 + x3 + 3x4 + 2x5 = 9 ,

x2 + x3 + 2x4 + x5 = 6 ,
xi ≥ 0 , i = 1, . . . , 5 ,
x = (0, 0, 1, 2, 1) ;

ii. x1 − x2 + 2x3 − x4 + x5 → max ;

x1 + x2 + 2x3 + 3x4 − 2x5 = 3 ,
x2 − x3 − x4 − x5 = 0 ,

x1 + x4 − x5 = 0 ,
xi ≥ 0 , i = 1, . . . , 5 ,
x = (0, 2, 0, 1, 1) .

�3. Ãåîìåòðèÿ cèìïëåêñ-ìåòîäà

Ââåäåì ñëåäóþùåå
Î ï ð å ä å ë å í è å 3.1. Ïóñòü X ⊂ Rn � âûïóêëîå ìíîãîãðàííîå ìíî-

æåñòâî. Ìíîæåñòâî Q ⊂ X íàçûâàåòñÿ ðåáðîì ìíîæåñòâà X, åñëè ñðåäè
óñëîâèé, îïðåäåëÿþùèõ ìíîæåñòâî X, íàéäóòñÿ n − 1 ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìûå óñëîâèÿ, êîòîðûå â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà Q âûïîëíÿþòñÿ êàê
òî÷íûå ðàâåíñòâà.
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Ïóñòü X - ìíîæåñòâî ïëàíîâ çàäà÷è (2.1), (2.2), x � óãëîâàÿ òî÷êà
ìíîæåñòâà X, σ � åå áàçèñ, à òî÷êà x = x(θ) ïîñòðîåíà ïî ôîðìóëàì
(2.4), (2.5) è (2.7):

xi = 0 , i 6∈ Iσ , i 6= k ,

xk = θ ,

xσ = xσ − θλk ,

ãäå k 6∈ Iσ : ∆k(σ) < 0. Òî÷êó x ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

x = x + θdk , (3.1)

ãäå âåêòîð dk îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dk
i = 0 , i 6∈ Iσ , i 6= k , (3.2)

dk
k = 1 , (3.3)

(dk)σ = −λk . (3.4)

Ìíîæåñòâî òî÷åê x ∈ X, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå (3.1), îáîçíà÷èì ÷åðåç
Qk, ò.å.

Qk = {x ∈ X : x = x + θdk} . (3.5)

Â �2 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè λk ≤ 0, òî x = x(θ) ∈ X äëÿ ëþáîãî
θ ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî Qk ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ëó÷, èñõîäÿùèé èç óãëîâîé òî÷êè x â íàïðàâëåíèè âåêòîðà dk, ïðè÷åì
ïðè äâèæåíèè òî÷êè x(θ) âäîëü ýòîãî ëó÷à çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè
〈c, x(θ)〉 íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò.

Åñëè λk
j > 0 õîòÿ áû äëÿ îäíîãî èíäåêñà j ∈ {1, . . . , m}, òî x(θ) ∈ X

äëÿ âñåõ θ ∈ [0, θk], ãäå θk îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2.9). Òî÷êà x(θk)
ÿâëÿåòñÿ óãëîâîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X . Òàê êàê ëþáîå ÷èñëî θ ∈ [0, θk]
ïðåäñòàâèìî â âèäå θ = αθk, ãäå α ∈ [0, 1], òî ëþáàÿ òî÷êà x ∈ Qk

ïðåäñòàâèìà â âèäå

x = x + αθkd
k = [α + (1− α)]x + αθkd

k = αx(θk) + (1− α)x .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî Qk ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðåçîê, ñîåäèíÿþ-
ùèé óãëîâûå òî÷êè x è x(θk) : Qk = [x, x(θk)] .

Ïóñòü θ > 0 (è θ < θk, åñëè Qk = [x, x(θk)] ). Òîãäà, ïî ïîñòðîåíèþ,

Ax(θ) = b ,
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xσ(θ) > 0 ,

xi(θ) = 0 , i 6∈ Iσ , i 6= k ,

xk(θ) = θ > 0 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà x(θ) óäîâëåòâîðÿåò êàê òî÷íûì ðàâåíñòâàì
(n− 1) � ìó óñëîâèþ èç n + m óñëîâèé, îïðåäåëÿþùèõ ìíîæåñòâî X :

Ax = b (m óñëîâèé) , (3.6)

xi = 0 , i 6∈ Iσ , i 6= k (n−m− 1 óñëîâèå) . (3.7)

Ýòî � òå æå óñëîâèÿ, êîòîðûå îïðåäåëÿþò óãëîâóþ òî÷êó x çà âû÷åòîì
óñëîâèÿ xk = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèÿ (3.6) è (3.7) ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìû. Óãëîâàÿ òî÷êà x(θk) òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ýòèì óñëîâèÿì (åñëè
Qk � îòðåçîê). Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî Qk ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì äîïóñòè-
ìîãî ìíîæåñòâà X . Âåêòîð dk íàçîâåì íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ðåá-
ðà Qk. Åñëè Qk � ëó÷, òî íàçîâåì åãî íåîãðàíè÷åííûì ðåáðîì, à åñëè
Qk � îòðåçîê, òî êîíöû ýòîãî îòðåçêà, óãëîâûå òî÷êè x è x(θk) íàçîâåì ñî-
ñåäíèìè èëè ñìåæíûìè óãëîâûìè òî÷êàìè. Ñèìïëåêñ�ìåòîä îñóùåñòâ-
ëÿåò ïåðåáîð ñìåæíûõ óãëîâûõ òî÷åê äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò íàéäåí
îïòèìàëüíûé ïëàí, èëè íå áóäåò îáíàðóæåíî íåîãðàíè÷åííîå ðåáðî.

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà dk, êîòîðûå íàì
ïîíàäîáÿòñÿ â äàëüíåéøåì:

i. Adk =
∑

i∈Iσ

dk
i a

i +
∑

i6∈Iσ

dk
i a

i = Bσ(d
k)σ + dk

ka
k = −Bσλ

k + ak =

= −BσB
−1
σ ak + ak = 0 ; (3.8)

ii. 〈c, dk〉 = 〈ATy −∆, dk〉 = 〈ATy, dk〉 − 〈∆, dk〉 =

= 〈y, Adk〉 − 〈∆, dk〉 = −〈∆, dk〉 =

= −
∑

i∈Iσ

∆id
k
i −

∑
i6∈Iσ
i6=k

∆id
k
i −∆kd

k
k = −∆k . (3.9)

56



�4. Âûðîæäåííîñòü è çàöèêëèâàíèå.
Ïðàâèëî Áëýíäà

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:
f(x) = 2x1 + 3x2 − x3 − 12x4 → max ;

−2x1 − 9x2 + x3 + 9x4 + x5 = 0 ,

x1 + 3x2 − x3 − 6x4 + x6 = 0 ,

2x1 + 3x2 − x3 − 12x4 + x7 = 2 ,

xi ≥ 0 , i = 1, . . . , 7 .

Î÷åâèäíî, ÷òî òî÷êà x = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 2) ÿâëÿåòñÿ óãëîâîé â ðàññìàò-
ðèâàåìîé çàäà÷å. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî òî÷êà x � âûðîæäåííàÿ óãëîâàÿ
òî÷êà, ïîïûòàåìñÿ ðåøèòü ýòó çàäà÷ó ñèìïëåêñ� ìåòîäîì, âûáðàâ x â
êà÷åñòâå íà÷àëüíîé óãëîâîé òî÷êè. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî áàçèñà âîçü-
ìåì î÷åâèäíûé áàçèñ σ = {a5, a6, a7}. Áàçèñíàÿ ìàòðèöà Bσ = E, âåêòîð
cσ = (0, 0, 0). Íà÷àëüíàÿ ñèìïëåêñíàÿ òàáëèöà ïðåäñòàâëåíà â òàáë. 4.1.

Òàáë. 4.1
0 1 2 3 4 5 6 7

∆ 0 −2 −3 1 12 0 0 0
5 0 −2 −9 1 9 1 0 0
6 0 1 3 −1 −6 0 1 0 0 ← s

7 2 2 3 −1 −12 0 0 1 2/3

↑ k

Âûáåðåì â êà÷åñòâå âåäóùåãî âòîðîé ñòîëáåö òàáë. 4.1 è ïðîäåëàåì îäíó
èòåðàöèþ ñèìïëåêñ�ìåòîäà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì òàáë. 4.2.

Òàáë. 4.2
0 1 2 3 4 5 6 7

∆ 0 −1 0 0 6 0 1 0
5 0 1 0 −2 −9 1 3 0 0 ← s

2 0 1/3 1 −1/3 −2 0 1/3 0 0
7 2 1 0 0 −6 0 −1 1 2

↑ k
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïðîäåëàííîé èòåðàöèè ñèìïëåêñ�
ìåòîä îñòàëñÿ â òîé æå ñàìîé óãëîâîé òî÷êå x, íî íàøåë íîâûé åå áàçèñ �
{a5, a2, a7}. Îáúÿñíåíèå ýòîìó ôàêòó äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî � èç ôîðìóëû
(2.8) ñëåäóåò, ÷òî êîìïîíåíòà x6 ”

íîâîé“ óãëîâîé òî÷êè èìååò âèä:

x6 = 0− θ · 3
è, ñòàëî áûòü, ïðè ëþáîì θ > 0 òî÷êà x = x(θ) ñòàíîâèòñÿ íåäîïóñòèìîé.
Ïîýòîìó ñèìïëåêñ�ìåòîä áëîêèðóåò ïîïûòêó äâèæåíèÿ â íåäîïóñòèìîì
íàïðàâëåíèèè, âûáèðàÿ ïàðàìåòð θk = 0. Îäíîâðåìåííî îí íàõîäèò íî-
âûé áàçèñ óãëîâîé òî÷êè x, ïîçâîëÿÿ òåì ñàìûì ïîâòîðèòü ïîïûòêó ðå-
øèòü çàäà÷ó, íà÷àâ ñ íîâîãî áàçèñà � ìîæåò áûòü ýòîò áàçèñ îêàæåòñÿ
áîëåå óäà÷íûì è â íåì ëèáî âûïîëíèòñÿ îäèí èç êðèòåðèåâ îñòàíîâêè,
ëèáî óäàñòñÿ ïåðåéòè â íîâóþ óãëîâóþ òî÷êó.

Ïðåæäå, ÷åì âûïîëíèòü íîâóþ èòåðàöèþ, çàìåòèì, ÷òî òàáë. 4.2 èë-
ëþñòðèðóåò åùå îäíó ñèòóàöèþ, êîòîðàÿ íå âñòðå÷àåòñÿ â íåâûðîæäåí-
íûõ çàäà÷àõ � âåäóùàÿ ñòðîêà ìîæåò áûòü âûáðàíà íå îäíîçíà÷íî.
Â òàáë. 4.2 ýòî ìîæåò áûòü ëèáî ïåðâàÿ, ëèáî âòîðàÿ ñòðîêà. Ïîñêîëüêó
ýòà ñèòóàöèÿ ìîæåò âñòðåòèòüñÿ è â äàëüíåéøåì, óñëîâèìñÿ äëÿ ðàññìàò-
ðèâàåìîãî ïðèìåðà ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùèõ ïðàâèë âûáîðà âåäóùèõ
ñòîëáöà è ñòðîêè:

k = max{i : ∆i < 0} ,

s = min{j : θk = xσ
j /λjk}

(äðóãèìè ñëîâàìè, âåäóùàÿ ñòðîêà � ýòî ïåðâàÿ ñâåðõó ñðåäè ñòðîê, ïðå-
òåíäóþùèõ íà ýòó ðîëü). Òàêèì îáðàçîì, â òàáë. 4.2 â êà÷åñòâå âåäóùåé
âûáåðåì ïåðâóþ ñòðîêó. Ïåðåñ÷èòûâàÿ ñèìïëåêñíóþ òàáëèöó, ìû ïðèé-
äåì ê òîé æå ñàìîé óãëîâîé òî÷êå, íî óæå ñ íîâûì áàçèñîì {a1, a2, a7}.
Ïðîäîëæàÿ èòåðàöèè ñèìïëåêñ�ìåòîäà äàëüøå, ìû áóäåì ïî�ïðåæíåìó
îñòàâàòüñÿ â òîé æå òî÷êå x, ìåíÿÿ òîëüêî åå áàçèñ. Â ðåçóëüòàòå ïî-
ñëåäîâàòåëüíûå èçìåíåíèÿ ìíîæåñòâà áàçèñíûõ èíäåêñîâ, íà÷èíàÿ ñ èñ-
õîäíîãî, áóäóò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: {5, 6, 7} → {5, 2, 7} →
→ {1, 2, 7} → {1, 4, 7} → {3, 4, 7} → {3, 6, 7} → {5, 6, 7}.
Ïîñëåäíåå óæå ñåðüåçíî � ìû âåðíóëèñü ê èñõîäíîìó ìíîæåñòâó áàçèñ-
íûõ èíäåêñîâ � ñèìïëåêñ�ìåòîä çàöèêëèëñÿ.

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ìîäèôèêàöèé ñèìïëåêñ�ìåòîäà, ïîçâîëÿþ-
ùèõ èçáåãàòü çàöèêëèâàíèÿ è äîâîäèòü ðåøåíèå çàäà÷è äî êîíöà. Ïðî-

58



ñòåéøàÿ èç íèõ, ìîäèôèêàöèÿ, èëè ïðàâèëî Áëýíäà, ôîðìóëèðóåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

k = min{i : ∆i < 0} , (4.6)

is = min{ij : θk = xij/λjk} . (4.7)

Òî åñòü, â áàçèñ ââîäèòñÿ âåêòîð ak, ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðâîé ïî ïîðÿä-
êó îòðèöàòåëüíîé îöåíêå, à âûâîäèòñÿ âåêòîð ais, ñîîòâåòñòâóþùèé ìè-
íèìàëüíîìó èç áàçèñíûõ èíäåêñîâ, íà êîòîðûõ ðåàëèçóåòñÿ ìèíèìóì â
ôîðìóëå (2.9) (âåäóùèì ñòîëáöîì â ñèìïëåêñíîé òàáëèöå íàçíà÷àåòñÿ
ïåðâûé èç ñòîëáöîâ, èìåþùèõ îòðèöàòåëüíóþ îöåíêó, à âåäóùåé ñòðî-
êîé � òà èç ñòðîê, ïðåòåíäóþùèõ íà ýòó ðîëü, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò íàè-
ìåíüøèé áàçèñíûé èíäåêñ). Çàìåòèì, ÷òî â ðàññìîòðåííîì âûøå ïðèìå-
ðå âåäóùèé ñòîëáåö ìû âûáèðàëè ñ òî÷íîñòüþ

”
äî íàîáîðîò“. Íåòðóäíî

óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè â ýòîì ïðèìåðå ïðàâèëà Áëýíäà çà-
öèêëèâàíèÿ íå áóäåò (îïòèìàëüíûé ïëàí x∗ = (2, 0, 2, 0, 2, 0, 0)).

Ò å î ð å ì à 4.1. Ïðè èñïîëüçîâàíèè â ñèìïëåêñ�ìåòîäå ïðàâèëà
Áëýíäà öèêë íåâîçìîæåí.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå � ïîñëå êîíå÷-
íîãî ÷èñëà èòåðàöèé ñ íóëåâûì øàãîì (θk = 0) ïîâòîðèëñÿ íåêîòîðûé
áàçèñ óãëîâîé òî÷êè x. Çàìåòèì, ÷òî ýòîò öèêë îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî
â òîì ñìûñëå, ÷òî ïðàâèëî Áëýíäà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò íîìåðà k è
is íà êàæäîé èòåðàöèè öèêëà. ×åðåç T îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî èíäåêñîâ,
êîòîðûå â õîäå öèêëà ââîäÿòñÿ â ìíîæåñòâî áàçèñíûõ èíäåêñîâ (òàê ÷òî
i 6∈ T îçíà÷àåò, ÷òî ëèáî i ÿâëÿåòñÿ áàçèñíûì èíäåêñîì íà êàæäîé èòåðà-
öèè öèêëà, ëèáî i íå ÿâëÿåòñÿ áàçèñíûì èíäåêñîì íè íà îäíîé èòåðàöèè
öèêëà). Ïóñòü q = max{i : i ∈ T} è ïóñòü τ � òîò áàçèñ â öèêëå, â
êîòîðûé ââîäèòñÿ âåêòîð aq. Òî åñòü, â ñèëó (4.6),

∆q(τ) < 0, ∆i(τ) ≥ 0 ∀i < q. (4.8)

Òàê êàê q ∈ T , òî âåêòîð aq íà íåêîòîðîé èòåðàöèè öèêëà ïîêèäàåò áàçèñ.
Ïóñòü σ = {ai1, . . . , aim} � òîò áàçèñ â öèêëå, èç êîòîðîãî âûâîäèòñÿ
âåêòîð aq è, ñëåäîâàòåëüíî,

q = is = min{ij : θk = xij/λjk}, (4.9)

ãäå k � íîìåð âåêòîðà (ak), ââîäèìîãî â áàçèñ âìåñòî âåêòîðà aq (òàê ÷òî
∆k = ∆k(σ) < 0).
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Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈∆(τ), dk〉, ãäå ∆(τ) � âåêòîð îöå-
íîê â áàçèñå τ , ∆(τ) = ATy(τ) − c, à âåêòîð dk îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâè-
ÿìè (3.2) � (3.4) (â íàïðàâëåíèè ýòîãî âåêòîðà ïûòàåòñÿ ñäåëàòü øàã
ñèìïëåêñ�ìåòîä). Â ñèëó (3.8) è (3.9)

〈∆(τ), dk〉 = 〈ATy(τ)− c, dk〉 = −〈c, dk〉+ 〈y(τ), Adk〉 =

= −〈c, dk〉 = ∆k < 0 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò èíäåêñ t òàêîé, ÷òî

∆t(τ)dk
t < 0 . (4.10)

Èç (4.10) âûòåêàåò, ÷òî ∆t(τ) 6= 0 è dk
t 6= 0. Ïåðâîå îçíà÷àåò, ÷òî

t 6∈ Iτ , âòîðîå - ÷òî ëèáî t = k, ëèáî t ∈ Iσ. Òî åñòü, t 6∈ Iτ � îäíîìó
èç ìíîæåñòâ áàçèñíûõ èíäåêñîâ öèêëà è ïðèíàäëåæèò (ëèáî ââîäèòñÿ â
íåãî) äðóãîìó � Iσ. Ñòàëî áûòü, t ∈ T . Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ q, t ≤ q.

Áîëåå òîãî,
t < q . (4.11)

Â ñàìîì äåëå, â ñèëó (4.8), ∆q(τ) < 0 è, â ñèëó (3.4) è (4.9), dk
q = dk

is
=

= −λsk < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè t = q ïîëó÷èì, ÷òî ∆t(τ)dk
t > 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (4.10). Èç (4.11) è (4.8) ñëåäóåò, ÷òî ∆t(τ) ≥ 0, à èç
(4.10) � ÷òî ∆t(τ) > 0 è dk

t < 0. Òàê êàê dk
k = 1, ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî

t 6= k è, ñòàëî áûòü, t ∈ Iσ. Òî åñòü, t = ir äëÿ íåêîòîðîãî r ∈ {1, . . . , m}.
Â ñèëó (3.4), dk

t = dk
ir

= −λrk. Òàê êàê dk
t < 0 îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî λrk > 0.

Ïîñêîëüêó â òå÷åíèå öèêëà âåêòîð x íå ìåíÿåòñÿ, xi = 0 äëÿ âñåõ
íåáàçèñíûõ êîìïîíåíò xi. Â ÷àñòíîñòè, òàê êàê t ∈ T , òî xt = xir = 0.
Òîãäà, ïîñêîëüêó λrk > 0, òî xir/λrk = 0, îòêóäà, â ñèëó (4.9) ñëåäóåò,
÷òî

q = is ≤ ir = t .

Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò (4.11).
Ïîñêîëüêó ïðè èñïîëüçîâàíèè â ñèìïëåêñ�ìåòîäå ïðàâèëà Áëýíäà

öèêë íåâîçìîæåí, òî ìåòîä, ïåðåáðàâ íåñêîëüêî áàçèñîâ âûðîæäåííîé
óãëîâîé òî÷êè, â êîíöå êîíöîâ íàéäåò òàêîé áàçèñ, â êîòîðîì ëèáî âû-
ïîëíèòñÿ êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè, ëèáî áóäåò óñòàíîâëåíà íåîãðàíè÷åí-
íîñòü öåëåâîé ôóíêöèè, ëèáî, íàêîíåö, ñèìïëåêñ�ìåòîä ñìîæåò ïåðåéòè
ê íîâîé óãëîâîé òî÷êå, â êîòîðîé çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè áóäåò áîëü-
øå, ÷åì â òåêóùåé.
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Òàêèì îáðàçîì, ñèìïëåêñ�ìåòîä ñ ïðàâèëîì Áëýíäà êîíå÷åí è äëÿ
âûðîæäåííûõ çàäà÷ ËÏ.

Ò å î ð å ì à 4.2. Óñëîâèå (1.28) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì
óñëîâèåì îïòèìàëüíîñòè óãëîâîé òî÷êè x â êàíîíè÷åñêîé çàäà÷å ËÏ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íîñòü äîêàçàíà â òåîðåìå 1.3.
Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü.

Ïóñòü óãëîâàÿ òî÷êà x � ðåøåíèå êàíîíè÷åñêîé çàäà÷è ËÏ. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî â ýòîé òî÷êå íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1.28). Òîãäà, ñ÷èòàÿ òî÷êó
x íà÷àëüíîé óãëîâîé òî÷êîé è èñïîëüçóÿ ñèìïëåêñ�ìåòîä ñ ïðàâèëîì Áë-
ýíäà, ìîæíî ëèáî íàéòè óãëîâóþ òî÷êó x, â êîòîðîé çíà÷åíèå öåëåâîé
ôóíêöèè áóäåò áîëüøå, ÷åì â òî÷êå x, ëèáî óñòàíîâèòü íåîãðàíè÷åííîñòü
ñâåðõó öåëåâîé ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå ïëàíîâ çàäà÷è. Ïðîòèâîðå÷èå.

�5. Ìåòîä èñêóññòâåííîãî áàçèñà è
äâóõôàçíûé ñèìïëåêñ�ìåòîä

Äî ñèõ ïîð ìû ñ÷èòàëè èçâåñòíîé íåêîòîðóþ óãëîâóþ òî÷êó x, ñ
êîòîðîé íà÷èíàåò ðàáîòó ñèìïëåêñ�ìåòîä. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ òàêàÿ
óãëîâàÿ òî÷êà ìîæåò áûòü íàéäåíà áåç òðóäà. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð,
ñòàíäàðòíóþ çàäà÷ó ËÏ

〈c, x〉 → max ; Ax ≤ b, x ≥ 0 .

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîé çàäà÷å êàíîíè÷åñêàÿ çàäà÷à ËÏ èìååò âèä:

〈c, x〉 → max ; Ax + u = b, x ≥ 0, u ≥ 0 ,

ãäå u � âåêòîð äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ. Åñëè âåêòîð b ≥ 0, òî òî÷êà
(x, u) = (0, b), î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ óãëîâîé òî÷êîé, áàçèñ êîòîðîé ñîñòàâ-
ëÿþò åäèíè÷íûå âåêòîðà.

Â îáùåì ñëó÷àå, îäíàêî, ïîèñê íà÷àëüíîé óãëîâîé òî÷êè ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé çàäà÷ó, íå ìåíåå ñëîæíóþ, ÷åì èñõîäíàÿ çàäà÷à ËÏ.
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5.1. Ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêóþ çàäà÷ó ËÏ

〈c, x〉 → max ; x ∈ X , (5.1)

X = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0}, (5.2)

ãäå A ∈ Mm,n. Âåêòîð b ìîæíî ñ÷èòàòü íåîòðèöàòåëüíûì: b ≥ 0 (ýòîãî
âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ, óìíîæàÿ â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè îáå ÷àñòè ñî-
îòâåòñòâóþùåãî ðàâåíñòâà íà (−1)). Îòìåòèì, ÷òî â çàäà÷å (5.1), (5.2)
óæå íåò òåõ îãðàíè÷èòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé, êîòîðûå äåëàëèñü ðàíåå:
rankA = m < n è çàäà÷à � íåâûðîæäåííàÿ. Òî åñòü, çàäà÷à (5.1), (5.2)
ìîæåò áûòü âûðîæäåííîé è ñðåäè óñëîâèé � ðàâåíñòâ, îïðåäåëÿþùèõ
ìíîæåñòâî X, ìîãóò áûòü ëèíåéíî çàâèñèìûå óñëîâèÿ.

Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ, îïðåäåëÿþùèå ìíîæåñòâî X, ñîñòàâèì ñëåäóþ-
ùóþ çàäà÷ó ËÏ:

−xn+1 − xn+2 − . . .− xn+m → max ;

a11x1 + . . . + a1nxn + xn+1 = b1 ,
a21x1 + . . . + a2nxn + xn+2 = b2 ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + . . . + amnxn + xn+m = bm ,
xi ≥ 0, i = 1, . . . , n + m ,

èëè, â ìàòðè÷íîé çàïèñè,

−
m∑

j=1

xn+j → max; Ax + v = b, x ≥ 0, v ≥ 0 , (5.3)

ãäå v = (xn+1, . . . , xn+m). Ïåðåìåííûå xn+j íàçûâàþòñÿ èñêóññòâåííûìè
ïåðåìåííûìè, à çàäà÷à (5.3) � èñêóññòâåííîé çàäà÷åé.

Â çàäà÷å (5.3) ðàíã ìàòðèöû óñëîâèé ðàâåí m < n + m è, êðîìå
òîãî, èìååòñÿ î÷åâèäíàÿ óãëîâàÿ òî÷êà (x0, v0) = (0, b), áàçèñ êîòîðîé
ñîñòàâëÿþò åäèíè÷íûå âåêòîðû e1, . . . , em. Â ñèëó óñëîâèÿ íåîòðèöà-
òåëüíîñòè ïåðåìåííûõ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è (5.3) îãðàíè÷åíà ñâåð-
õó: −

m∑
j=1

xn+j ≤ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à (5.3) èìååò ðåøåíèå. Íàéäåì

ýòî ðåøåíèå ñèìïëåêñ�ìåòîäîì, âûáèðàÿ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé óãëîâîé
òî÷êè òî÷êó (x0, v0). Ïóñòü (x, v) � îïòèìàëüíàÿ óãëîâàÿ òî÷êà â çàäà÷å
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(5.3), íàéäåííàÿ ñèìïëåêñ�ìåòîäîì, µ � îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé
ôóíêöèè, ò.å. µ = −

m∑
j=1

xn+j ≤ 0.

Ò å î ð å ì à 5.1. Åñëè µ < 0, òî ìíîæåñòâî ïëàíîâ çàäà÷è (5.1), (5.2)
ïóñòî. Åñëè µ = 0, òî x � óãëîâàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà X.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü µ < 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò
âåêòîð x ∈ X. Òîãäà òî÷êà (x, v) = (x, 0) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì çàäà÷è
(5.3) è â ýòîé òî÷êå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè áîëüøå ìàêñèìàëüíîãî:
−

m∑
j=1

xn+j = 0 > µ. Ïðîòèâîðå÷èå.

Åñëè µ = 0, òî, ò.ê. v = 0, òî÷êà x ∈ X. Êðîìå òîãî, ò.ê. (x, v) �
óãëîâàÿ òî÷êà â çàäà÷å (5.3), òî ñèñòåìà âåêòîðîâ óñëîâèé çàäà÷è (5.3),
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîëîæèòåëüíûì êîìïîíåíòàì ýòîé òî÷êè, ëèíåéíî íåçà-
âèñèìà. Íî âñå ïîëîæèòåëüíûå êîìïîíåíòû òî÷êè (x, v) � ýòî êîìïîíåí-
òû òî÷êè x. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìûõ âåêòîðîâ óñëîâèé ñîñòîèò èç âåêòîðîâ óñëîâèé çàäà÷è (5.1), (5.2),
îòâå÷àþùèõ ïîëîæèòåëüíûì êîìïîíåíòàì òî÷êè x. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
x � óãëîâàÿ òî÷êà â çàäà÷å (5.1), (5.2).

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå èñêóññòâåííîé çàäà÷è ñèìïëåêñ�ìåòîäîì ïîç-
âîëÿåò ïðîâåðÿòü ñîâìåñòíîñòü óñëîâèé èñõîäíîé çàäà÷è è, åñëè ìíîæå-
ñòâî X 6= ∅, íàõîäèòü åãî óãëîâóþ òî÷êó. Ìåòîä íàõîæäåíèÿ óãëîâîé òî÷-
êè â çàäà÷å (5.1), (5.2), îñíîâàííûé íà ðåøåíèè çàäà÷è (5.3) ñèìïëåêñ�
ìåòîäîì, íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì èñêóññòâåííîãî áàçèñà, à ïðîöåññ, ñîñòî-
ÿùèé èç ïîñòðîåíèÿ íà÷àëüíîé óãëîâîé òî÷êè ìåòîäîì èñêóññòâåííîãî
áàçèñà è ïîñëåäóþùåãî ðåøåíèÿ ñèìïëåêñ�ìåòîäîì çàäà÷è (5.1), (5.2) �
äâóõôàçíûì ñèìïëåêñ�ìåòîäîì (ïåðâàÿ ôàçà � ïðèìåíåíèå ñèìïëåêñ�
ìåòîäà ê èñêóññòâåííîé çàäà÷å, âòîðàÿ � ê èñõîäíîé).

5.2. Åñëè óãëîâàÿ òî÷êà x ∈ X, ïîëó÷åííàÿ ìåòîäîì èñêóññòâåííîãî
áàçèñà, ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé, òî åå áàçèñ, ïîñòðîåííûé íà ïîñëåäíåé
èòåðàöèè ïåðâîé ôàçû, î÷åâèäíî, ñîñòîèò òîëüêî èç âåêòîðîâ óñëîâèé
çàäà÷è (5.1), (5.2) è ìîæíî ñðàçó ïåðåõîäèòü êî âòîðîé ôàçå ñèìïëåêñ�
ìåòîäà. Ïðè ýòîì, åñëè èñêóññòâåííàÿ çàäà÷à ðåøàëàñü ñ ïîìîùüþ ñèì-
ïëåêñíûõ òàáëèö, òî íà ïåðâîé èòåðàöèè ñèìïëåêñ�ìåòîäà äëÿ èñõîä-
íîé çàäà÷è ìîæíî íå âû÷èñëÿòü âåêòîðû λi = B−1

σ ai, i = 0, . . . , n. Ýòè
âåêòîðû áûëè âû÷èñëåíû íà ïîñëåäíåé èòåðàöèè ìåòîäà èñêóññòâåííî-
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ãî áàçècà è ñîäåðæàòñÿ â ñòîëáöàõ ñ 0 � ãî ïî n � íûé (áåç ýëåìåíòîâ
íóëåâîé ñòðîêè) ïîñëåäíåé ñèìïëåêñíîé òàáëèöû äëÿ èñêóññòâåííîé çà-
äà÷è. Ïîýòîìó ïðè çàïîëíåíèè íà÷àëüíîé òàáëèöû â èñõîäíîé çàäà÷å
îíè ïîïðîñòó ïåðåíîñÿòñÿ èç ïîñëåäíåé òàáëèöû èñêóññòâåííîé çàäà÷è
è, òàêèì îáðàçîì, â íà÷àëüíîé òàáëèöå èñõîäíîé çàäà÷è îñòàåòñÿ ëèøü
âû÷èñëèòü è çàïîëíèòü åå íóëåâóþ ñòðîêó. Çàìåòèì, ÷òî è äëÿ èñêóñ-
ñòâåííîé çàäà÷è çàïîëíåíèå íà÷àëüíîé òàáëèöû òðèâèàëüíî è ñâîäèòñÿ,
ïî ñóòè äåëà, ê ïåðåïèñûâàíèþ óñëîâèé çàäà÷è. À èìåííî, ïîñêîëüêó íà
ïåðâîé èòåðàöèè èñêóññòâåííîé çàäà÷è Bσ = E è cσ = (−1, . . . ,−1), òî
λi = B−1

σ ai = ai, à ∆i = 〈cσ, λi〉− ci = 〈cσ, λi〉 = −
m∑

j=1
aji äëÿ i = 0, . . . , n.

Òàêèì îáðàçîì, íà÷àëüíàÿ ñèìïëåêñíàÿ òàáëèöà äëÿ èñêóññòâåííîé çà-
äà÷è èìååò âèä:


 −

m∑
j=1

bj −
m∑

j=1
aj1 . . . −

m∑
j=1

ajn 0 . . . 0

b a1 . . . an e1 . . . em


 .

Ï ð è ì å ð 5.1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ËÏ:

f(x) = x1 + 2x2 + 3x3 − 4x4 → max ; (5.4)

x1 + x2 − x3 + x4 = 2 , (5.5)

x1 + 14x2 + 10x3 − 10x4 = 24 , (5.6)

xi ≥ 0 , i = 1, 2, 3, 4 . (5.7)

Èñêóññòâåííàÿ çàäà÷à äëÿ çàäà÷è (5.4)�(5.7) èìååò âèä:

−x5 − x6 → max ; (5.8)

x1 + x2 − x3 + x4 + x5 = 2 , (5.9)

x1 + 14x2 + 10x3 − 10x4 + x6 = 24 , (5.10)

xi ≥ 0 , i = 1, . . . , 6 . (5.11)

Âïðî÷åì, çíàÿ êàê âûãëÿäèò íà÷àëüíàÿ ñèìïëåêñíàÿ òàáëèöà äëÿ èñêñ-
ñòâåííîé çàäà÷è, ñàìó ýòó çàäà÷ó çäåñü ìîæíî áûëî áû è íå âûïèñûâàòü.
Èòåðàöèè ñèìïëåêñ�ìåòîäà äëÿ çàäà÷è (5.8)�(5.11) ïðåäñòàâëåíû â òàá-
ëèöàõ 5.1 � 5.3.
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Òàáë. 5.1
0 1 2 3 4 5 6

∆ −26 −2 −15 −9 9 0 0

5 2 1 1 −1 1 1 0 2 ← s
6 24 1 14 10 −10 0 1 24

↑ k

Òàáë. 5.2
0 1 2 3 4 5 6

∆ −22 0 −13 −11 11 2 0
1 2 1 1 −1 1 1 0
6 22 0 13 11 −11 −1 1 ← s

↑ k

Òàáë. 5.3
0 1 2 3 4 5 6

∆ 0 0 0 0 0 1 1
1 4 1 24/11 0 0 10/11 1/11
3 2 0 13/11 1 −1 −1/11 1/11

Â òàáë.5.3 îöåíêè ∆i ≥ 0 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , 6. Ñëåäîâàòåëüíî, èñ-
êóññòâåííàÿ çàäà÷à ðåøåíà. Òàê êàê ∆0 = 0, òî òî÷êà x = (4, 0, 2, 0) �
óãëîâàÿ â çàäà÷å (5.4)�(5.7). Íèæíÿÿ ÷àñòü ñèìïëåêñíîé òàáëèöû äëÿ èñ-
õîäíîé çàäà÷è â ýòîé òî÷êå öåëèêîì ïåðåíîñèòñÿ èç òàáë.5.3. Íà÷àëüíàÿ
ñèìïëåêñíàÿ òàáëèöà äëÿ çàäà÷è (5.4)�(5.7) ïðåäñòàâëåíà òàáëèöåé 5.4.

Òàáë. 5.4
0 1 2 3 4

∆ 10 0 41/11 0 1
1 4 1 24/11 0 0
3 2 0 13/11 1 −1

Èç òàáëèöû 5.4 ñëåäóåò, ÷òî íà÷àëüíàÿ óãëîâàÿ òî÷êà x = (4, 0, 2, 0)
îêàçàëàñü ðåøåíèåì çàäà÷è (5.4)�(5.7). Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé
ôóíêöèè f(x) = 10.

5.3. Ïóñòü m ≤ n è x � óãëîâàÿ òî÷êà çàäà÷è (5.1), (5.2), ïîëó÷åí-
íàÿ ìåòîäîì èñêóññòâåííîãî áàçèñà, xi1, . . . , xir � îòëè÷íûå îò íóëÿ êîì-
ïîíåíòû âåêòîðà x, ai1, . . . , air � ñîîòâåòñòâóþùèå èì âåêòîðû óñëîâèé
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(1 ≤ i1, . . . , ir ≤ n). Åñëè èñõîäíàÿ çàäà÷à íåâûðîæäåííàÿ, òî r = m

è âåêòîðû ai1, . . . , air ñîñòàâëÿþò áàçèñ óãëîâîé òî÷êè x. Åñëè èñõîäíàÿ
çàäà÷à âûðîæäåííàÿ, òî ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî r < m è â

”
áàçèñ“ óãëî-

âîé òî÷êè x âìåñòå ñ âåêòîðàìè ai1, . . . , air âîéäóò åùå m − r âåêòîðîâ
óñëîâèé. Ïðè÷åì, ñðåäè ýòèõ m− r âåêòîðîâ ìîãóò îêàçàòüñÿ êàê âåêòî-
ðû óñëîâèé èñõîäíîé çàäà÷è, òàê è âåêòîðû óñëîâèé, ñîîòâåòñòâóþùèå
èñêóññòâåííûì ïåðåìåííûì. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî íåîáõîäèìûé äëÿ
àëãîðèòìà ñèìïëåêñ�ìåòîäà áàçèñ óãëîâîé òî÷êè x åùå íå íàéäåí. Äëÿ
åãî ïîñòðîåíèÿ íóæíî èñêëþ÷èòü èç

”
áàçèñà“ óãëîâîé òî÷êè x âñå âåê-

òîðû óñëîâèé, ñîîòâåòñòâóþùèå èñêóññòâåííûì ïåðåìåííûì, çàìåíèâ èõ
ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè âåêòîðàìè óñëîâèé èñõîäíîé çàäà÷è.

Ìàòðèöó óñëîâèé èñêóññòâåííîé çàäà÷è îáîçíà÷èì ÷åðåç A :

A = [a1 . . . an an+1 . . . an+m], an+j = ej, j = 1, . . . , m.

Ïóñòü σ = {ai1 . . . aim} � áàçèñ óãëîâîé òî÷êè (x, v) = (x, 0), ïîëó÷åííîé
íà ïîñëåäíåé èòåðàöèè ìåòîäà èñêóññòâåííîãî áàçèñà, Iσ = {i1, . . . , im}.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî áàçèñ σ ñîäåðæèò âåêòîðû óñëîâèé, ñîîòâåòñòâóþùèå
êàê èñõîäíûì, òàê è èñêóññòâåííûì ïåðåìåííûì, òî åñòü, ñðåäè áàçèñ-
íûõ èíäåêñîâ åñòü êàê èíäåêñû ij ≤ n, òàê è èíäåêñû ij > n. Ââåäåì
ìíîæåñòâà

J1 = {j : ij ∈ Iσ, 1 ≤ ij ≤ n} ,

J2 = {j : ij ∈ Iσ, n + 1 ≤ ij ≤ n + m} ,

I1 = {i ∈ Iσ : 1 ≤ i ≤ n} = {ij : j ∈ J1} ,

I2 = {i 6∈ Iσ : 1 ≤ i ≤ n} .

Íà ÿçûêå ñèìïëåêñíûõ òàáëèö, ìíîæåñòâî J1 ñîñòîèò èç íîìåðîâ ñòðîê
ñèìïëåêñíîé òàáëèöû, ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçèñíûì ïåðåìåííûì ñ íîìå-
ðàìè ij ≤ n (èñõîäíûì ïåðåìåííûì), à ìíîæåñòâî J2 � èç íîìåðîâ ñòðîê,
ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçèñíûì ïåðåìåííûì ñ íîìåðàìè ij > n (èñêóññòâåí-
íûì ïåðåìåííûì). Ìíîæåñòâà I1 è I2 ñîñòîÿò èç íîìåðîâ áàçèñíûõ è
íåáàçèñíûõ, ñîîòâåòñòâåííî, âåêòîðîâ óñëîâèé èñõîäíîé çàäà÷è. Î÷åâèä-
íî, ÷òî

J1 6= ∅, J2 6= ∅, J1 ∩ J2 = ∅, J1 ∪ J2 = {1, . . . , m} ,

I1 6= ∅, I2 6= ∅, I1 ∩ I2 = ∅, I1 ∪ I2 = {1, . . . , n} .

Ïóñòü |I1| = p, ãäå r ≤ p < m (÷èñëî âåêòîðîâ óñëîâèé èñõîäíîé çàäà÷è,
âõîäÿùèõ â áàçèñ σ, íå ìåíüøå ÷èñëà ïîëîæèòåëüíûõ êîìïîíåíò óãëîâîé
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òî÷êè x). Òîãäà

|J1| = p, |J2| = m− p, |I2| = n− p.

Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåòñÿ çàìåíèòü â áàçèñå σ m− p âåêòîðîâ óñëîâèé
aij , j ∈ J2, ñîîòâåòñòâóþùèõ èñêóññòâåííûì ïåðåìåííûì, ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûìè âåêòîðàìè èç ìíîæåñòâà {ai, i ∈ I2}. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì
ðàçëîæåíèÿ âåêòîðîâ óñëîâèé èñõîäíîé çàäà÷è ïî áàçèñíûì âåêòîðàì:

ai =
m∑

j=1

λjia
ij , i = 1, . . . , n , (5.12)

ãäå (λ1i, . . . , λmi) = λi = B−1
σ ai. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. Ñóùåñòâóþò èíäåêñû k ∈ I2 è s ∈ J2 òàêèå, ÷òî λsk 6= 0.
Òîãäà ïðè i = k èç (5.12) ñëåäóåò, ÷òî

ak =
m∑

j=1

j 6=s

λjka
ij + λska

is. (5.13)

Òàê êàê êîýôôèöèåíò λsk â ðàçëîæåíèè (5.13) íå ðàâåí íóëþ, òî, â ñèëó
ëåììû 2.1, âåêòîð ais â áàçèñå σ ìîæíî çàìåíèòü íà âåêòîð ak ( â ìíîæå-
ñòâå áàçèñíûõ èíäåêñîâ èíäåêñ is ïîëîæèòü ðàâíûì k, â ìíîæåñòâî J1

ââåñòè èíäåêñ s, èç ìíîæåñòâà J2 âûâåñòè èíäåêñ s, â ìíîæåñòâî I1 ââåñòè
èíäåêñ k, èç ìíîæåñòâà I2 âûâåñòè èíäåêñ k). Åñëè â ðåçóëüòàòå îêàæåò-
ñÿ, ÷òî J2 = ∅ (|J1| = |I1| = m), òî èñêîìûé áàçèñ íàéäåí. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå âñþ ïðîöåäóðó, åñëè ýòî âîçìîæíî, ñëåäóåò ïîâòîðèòü â íîâîì
áàçèñå, ïðè÷åì, ïðè èñïîëüçîâàíèè ñèìïëåêñíûõ òàáëèö êàæäîå èçìå-
íåíèå áàçèñà äîëæíî ñîïðîâîæäàòüñÿ ïåðåñ÷åòîì âåêòîðîâ λi = B−1

σ ai

äëÿ i = 1, . . . , n (âåêòîð λ0 = xσ, î÷åâèäíî, íå èçìåíÿåòñÿ, à êîýôôè-
öèåíòû ðàçëîæåíèÿ âåêòîðîâ óñëîâèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ èñêóññòâåííûì
ïåðåìåííûì, â äàííîì ñëó÷àå íå èìåþò çíà÷åíèÿ). Â ðåçóëüòàòå íå áî-
ëåå, ÷åì çà m − p øàãîâ îïèñàííîãî ïðîöåññà ëèáî áóäåò íàéäåí áàçèñ
óãëîâîé òî÷êè x, ëèáî ìû ïðèéäåì ê ñëó÷àþ 2.

Ñëó÷àé 2. Êîýôôèöèåíòû λji = 0 äëÿ âñåõ i ∈ I2, j ∈ J2.

Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî íà ñàìîì äåëå â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

λji = 0 ∀ i = 0, 1, . . . , n, j ∈ J2 (5.14)
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(òî åñòü, ñòðîêè ñèìïëåêñíîé òàáëèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå èñêóññòâåííûì
ïåðåìåííûì, ñîäåðæàò íóëè â ñòîëáöàõ 0, 1, . . . , n). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
i ∈ I1, òî, ïî îïðåäåëåíèþ, i = it äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ J1 è, ñëåäîâàòåëüíî,
λi = λit = et. Îòñþäà λji = et

j = 0 ïðè i ∈ I1, j ∈ J2. Êðîìå òîãî, òàê êàê
λj0 = xij , òî ïðè j ∈ J2 èíäåêñ ij = n + q äëÿ íåêîòîðîãî q ∈ {1, . . . , m}
è, ñòàëî áûòü, λj0 = xn+q = 0.

Ïðè âûïîëíåíèè (5.14) èç (5.12) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , n

ai =
∑

j∈J1

λjia
ij +

∑

j∈J2

λjia
ij =

∑

j∈J1

λjia
ij .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîé èç âåêòîðîâ óñëîâèé èñõîäíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé p áàçèñíûõ âåêòîðîâ aij , j ∈ J1. Ñëåäîâàòåëüíî,
ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí p è ñðåäè óñëîâèé çàäà÷è èìååòñÿ m− p ëèíåéíî
çàâèñèìûõ. Ïîêàæåì, ÷òî òàêèìè ëèíåéíî çàâèñèìûìè óñëîâèÿìè ÿâëÿ-
þòñÿ óñëîâèÿ [Ax]q = bq ñ íîìåðàìè q = ij − n, j ∈ J2.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà p = m − 1, òî åñòü, ìíîæåñòâî J2

ñîäåðæèò ëèøü îäèí ýëåìåíò è, ñëåäîâàòåëüíî, ëèøü îäíî èç óñëîâèé
çàäà÷è ëèíåéíî çàâèñèò îò îñòàëüíûõ. Ïóñòü J2 = {s}. Òîãäà is = n + q
(òàê ÷òî q = is − n), ais = an+q = eq. Ñëåäîâàòåëüíî, áàçèñíàÿ ìàòðèöà
Bσ èìååò âèä: Bσ = [ai1 . . . ais−1 eq ais+1 . . . aim], èëè, â áîëåå ïîäðîáíîé
çàïèñè,

Bσ =




a1,i1 . . . a1,is−1
0 a1,is+1

. . . a1,im

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

aq−1,i1 . . . aq−1,is−1
0 aq−1,is+1

. . . aq−1,im

aq,i1 . . . aq,is−1
1 aq,is+1

. . . aq,im

aq+1,i1 . . . aq+1,is−1
0 aq+1,is+1

. . . aq+1,im
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am,i1 . . . am,is−1

0 am,is+1
. . . am,im




.

Âû÷åðêíåì èç ìàòðèöû Bσ q� òóþ ñòðîêó è s� òûé ñòîëáåö. Ïîëó÷åííóþ
ìàòðèöó îáîçíà÷èì B̂σ. Åå ñòîëáöàìè ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû

âi1, . . . , âis−1, âis+1, . . . , âim , (5.15)
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êîòîðûå îäíîâðåìåííî ïðèíàäëåæàò ìàòðèöå

Â =




a11 a12 . . . a1n

. . . . . . . . . . . .
aq−1,1 aq−1,2 . . . aq−1,n

aq+1,1 aq+1,2 . . . aq+1,n

. . . . . . . . . . . .

am,1 am,2 . . . am,n




.

Ìàòðèöà Â ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A âû÷åðêèâàíèåì åå q � òîé ñòðîêè.
Ìàòðèöó Â íàçîâåì óñå÷åííîé ìàòðèöåé óñëîâèé.

Òàê êàê detBσ 6= 0, òî, ðàñêëàäûâàÿ åãî ïî ýëåìåíòàì s � òîãî ñòîëá-
öà, ïîëó÷èì, ÷òî detB̂σ 6= 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñòîëáöû (5.15) ìàòðèöû
Â ëèíåéíî íåçàâèñèìû è, ñëåäîâàòåëüíî, rankÂ = m − 1. Îòñþäà, â
ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû A, ñîñòàâëÿþùèå óñå÷åííóþ
ìàòðèöó Â, ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à q � òàÿ ñòðîêà ìàòðèöû A ÿâëÿåò-
ñÿ èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé. Óäàëÿÿ èç óñëîâèé çàäà÷è q � òîå óñëîâèå
[Ax]q = bq è îáîçíà÷àÿ b̂ = (b1, . . . , bq−1, bq+1, . . . , bm), ïîëó÷èì çàäà÷ó

〈c, x〉 → max ; Âx = b̂ , x ≥ 0 , (5.16)

ýêâèâàëåíòíóþ çàäà÷å (5.1), (5.2). Î÷åâèäíî, ÷òî òî÷êà x ÿâëÿåòñÿ óãëî-
âîé òî÷êîé â çàäà÷å (5.16) à åå áàçèñ σ̂ ñîñòàâëÿþò âåêòîðû (5.15).

Ñòîëáöû λ̂0, λ̂1, . . . , λ̂n ñèìïëåêñíîé òàáëèöû â òî÷êå x äëÿ çàäà÷è
(5.16) ïîëó÷àþòñÿ èç ñòîëáöîâ λ0, λ1, . . . , λn ïîñëåäíåé òàáëèöû ìåòîäà
èñêóññòâåííîãî áàçèñà âû÷åðêèâàíèåì s� òîé êîìïîíåíòû, ÷òî ýêâèâà-
ëåíòíî âû÷åðêèâàíèþ s-òîé ñòðîêè ýòîé òàáëèöû (ñîäåðæàùåé íóëè â
ñòîëáöàõ ñ 0� ãî ïî n� íûé). Â ñàìîì äåëå, òàê êàê â ðàññìàòðèâàåìîì
ñëó÷àå J1 = {1, . . . , m} \ {s}, òî ðàçëîæåíèå (5.12) èìååò âèä:

ai =
∑

j∈J1

λjia
ij =

m∑
j=1

j 6=s

λjia
ij .

Âû÷åðêèâàÿ â êàæäîì èç âåêòîðîâ ai è aij , j ∈ J1, q � òóþ êîìïîíåíòó,
îòñþäà ïîëó÷èì

âi =
m∑

j=1

j 6=s

λjiâ
ij = B̂σλ̂

i ,
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ãäå λ̂i = (λ1i, . . . , λs−1,i, λs+1,i, . . . , λmi) = B̂−1
σ âi .

Â îáùåì ñëó÷àå ìàòðèöà Bσ ñîäåðæèò m − p åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ �
âåêòîðîâ óñëîâèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ èñêóññòâåííûì ïåðåìåííûì ñ íîìå-
ðàìè q = ij − n, j ∈ J2. Ðàñêëàäûâàÿ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû Bσ ïî
ýëåìåíòàì ýòèõ åäèíè÷íûõ ñòîëáöîâ è ðàññóæäàÿ äàëåå êàê â ïðåäû-
äóùåì ñëó÷àå, íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû A ñ íîìåðàìè
q = ij − n, j ∈ J2, ëèíåéíî çàâèñÿò îò îñòàëüíûõ p ñòðîê. Âû÷åðêèâàÿ
èç ìàòðèöû A ëèíåéíî çàâèñèìûå ñòðîêè è óáèðàÿ èç óñëîâèé çàäà÷è
ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿ, ïîëó÷èì çàäà÷ó

〈c, x〉 → max ; Âx = b̂ , x ≥ 0 , (5.17)

ãäå Â è b̂ � óñå÷åííûå ìàòðèöà óñëîâèé è âåêòîð îãðàíè÷åíèé,
Â ∈ Mp,n, b̂ ∈ Rp. Çàäà÷à (5.17) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å (5.1), (5.2), à
òî÷êà x, ïîëó÷åííàÿ ìåòîäîì èñêóññòâåííîãî áàçèñà, ÿâëÿåòñÿ óãëîâîé
òî÷êîé â çàäà÷å (5.17). Áàçèñ ýòîé óãëîâîé òî÷êè ñîñòàâëÿþò ñòîëáöû
âij , j ∈ J1, ìàòðèöû Â. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñòîëáöû λ̂0, λ̂1, . . . , λ̂n ñèì-
ïëåêñíîé òàáëèöû â òî÷êå x äëÿ çàäà÷è (5.17) ïîëó÷àþòñÿ èç ñòîëáöîâ
λ0, λ1, . . . , λn ïîñëåäíåé òàáëèöû ìåòîäà èñêóññòâåííîãî áàçèñà âû÷åðêè-
âàíèåì êîìïîíåíò ñ íîìåðàìè j ∈ J2, ÷òî ýêâèâàëåíòíî âû÷åðêèâàíèþ
ñòðîê ýòîé òàáëèöû, ñîäåðæàùèõ íóëè â ñòîëáöàõ ñ 0 � ãî ïî n � íûé.

Ç à ì å ÷ à í è å. Âûøå ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî m ≤ n. Åñëè
m > n, òî ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî I1 = {1, . . . , n}, à ìíîæå-
ñòâî I2 = ∅ (|J1| = n, |J2| = m − n). Òîãäà, ðàññóæäàÿ òàêæå, êàê è
â ñëó÷àå 2, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ (5.14) è,
ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèÿ [Ax]q = bq ñ íîìåðàìè q = ij − n, j ∈ J2 ëèíåé-
íî çàâèñÿò îò îñòàëüíûõ n óñëîâèé. Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîì
ñëó÷àå ìíîæåñòâî ïëàíîâ èñõîäíîé çàäà÷è ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè.

Ï ð è ì å ð 5.2. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ËÏ:
5x1 + 4x2 + 3x3 + 2x4 − 3x5 → max ;

2x1 + x2 + x3 + x4 − x5 = 3 ,

x1 − x2 + x4 + x5 = 1 ,

−2x1 − x2 − x3 + x4 = 1 ,

− x1 − 2x2 − x3 + 2x4 + x5 = 2 ,

xi ≥ 0, i = 1, . . . , 5 .
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Ïåðâûå òðè èòåðàöèè äëÿ èñêóññòâåííîé çàäà÷è ïðèâåäåíû â òàá-
ëèöàõ 5.5 � 5.7.

Òàáë. 5.5
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

∆ −7 0 3 1 −5 −1 0 0 0 0
6 3 2 1 1 1 −1 1 0 0 0
7 1 1 −1 0 1 1 0 1 0 0
8 1 −2 −1 −1 1 0 0 0 1 0
9 2 −1 −2 −1 2 1 0 0 0 1

Òàáë. 5.6
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

∆ −2 5 −2 1 0 4 0 5 0 0

6 2 1 2 1 0 −2 1 −1 0 0
4 1 1 −1 0 1 1 0 1 0 0
8 0 −3 0 −1 0 −1 0 −1 1 0
9 0 −3 0 −1 0 −1 0 −2 0 1

Òàáë. 5.7
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

∆ 0 6 0 2 0 2 1 4 0 0
2 1 1/2 1 1/2 0 −1 1/2 −1/2 0 0
4 2 3/2 0 1/2 1 0 1/2 1/2 0 0

8 0 −3 0 −1 0 -1 0 −1 1 0
9 0 −3 0 −1 0 −1 0 −2 0 1

Â òàáëèöå 5.7 âñå îöåíêè ∆i ≥ 0 äëÿ i = 1, . . . , 9, ∆0 = 0. Ñëåäîâà-
òåëüíî, òî÷êà x = (0, 1, 0, 2, 0) � óãëîâàÿ â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å. Äëÿ
íàõîæäåíèÿ åå áàçèñà èç ñèñòåìû âåêòîðîâ {a2, a4, a8, a9} íóæíî âûâå-
ñòè âåêòîðû a8 è a9, çàìåíèâ èõ âåêòîðàìè óñëîâèé èñõîäíîé çàäà÷è. Â
ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå

J1 = {1, 2}, J2 = {3, 4}, I1 = {2, 4}, I2 = {1, 3, 5},
ïðè÷åì λsk 6= 0 äëÿ âñåõ k ∈ I2, s ∈ J2. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî
ëþáîé èç âåêòîðîâ a8 è a9 ìîæåò áûòü çàìåíåí ëþáûì èç âåêòîðîâ
a1, a3, a5 � ëþáîé èç ýëåìåíòîâ λsk, k ∈ I2, s ∈ J2 ìîæåò áûòü âûáðàí
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â êà÷åñòâå âåäóùåãî. Ïóñòü ýòî áóäåò ýëåìåíò λ35. Ïåðåñ÷èòûâàÿ òàáëè-
öó 5.7, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé òàáëèöå 5.8, â êîòîðîé îïóùåíû ñòîëá-
öû, ñîîòâåòñòâóþùèå èñêóññòâåííûì ïåðåìåííûì � ïîñëå íàõîæäåíèÿ
óãëîâîé òî÷êè èñêóññòâåííûå ïåðåìåííûå áîëåå íå íóæíû.

Òàáë. 5.8
0 1 2 3 4 5

∆ 0 0 0 0 0 0
2 1 7/2 1 3/2 0 0
4 2 3/2 0 1/2 1 0
5 0 3 0 1 0 1
9 0 0 0 0 0 0

Ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà òàáëèöû 5.8 ñîñòîèò èç îäíèõ íóëåé. Ñëåäîâàòåëüíî,
åå ìîæíî âû÷åðêíóòü èç òàáëèöû, à èç óñëîâèé çàäà÷è óáðàòü óñëîâèå
ñ íîìåðîì 9 − 5 = 4 (ïîñëåäíåå èç óñëîâèé�ðàâåíñòâ). Â óñå÷åííîé çà-
äà÷å áàçèñ óãëîâîé òî÷êè x ñîñòîèò èç âåêòîðîâ a2, a4 è a5, à íà÷àëü-
íàÿ ñèìïëåêñíàÿ òàáëèöà äëÿ íåå îòëè÷àåòñÿ îò òàáëèöû 5.8 ëèøü íó-
ëåâîé ñòðîêîé, è, ðàçóìååòñÿ, îòñóòñòâèåì ïîñëåäíåé ñòðîêè (ñì. òàá-
ëèöó 5.9).

Òàáë. 5.9
0 1 2 3 4 5

∆ 8 3 0 1 0 0
2 1 7/2 1 3/2 0 0
4 2 3/2 0 1/2 1 0
5 0 3 0 1 0 1

Â òàáëèöå 5.9 âñå îöåíêè ∆i ≥ 0 äëÿ i = 1, . . . , 5. Ñëåäîâàòåëüíî,
x = (0, 1, 0, 2, 0) � îïòèìàëüíûé ïëàí.

Óïðàæíåíèÿ

5.1. Â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ, èñïîëüçóÿ ìåòîä èñêóññòâåííîãî áàçèñà,
âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî ïëàíîâ, îïðåäåëÿåìîå óñëîâèÿìè çà-
äà÷è, íåïóñòûì ìíîæåñòâîì. Åñëè äà, òî íàéòè åãî óãëîâóþ òî÷êó x, åå
áàçèñ è èñêëþ÷èòü ëèíåéíî çàâèñèìûå óñëîâèÿ (åñëè òàêèå èìåþòñÿ).
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i. 2x1 + x2 + x3 − x4 + x5 = 5 ,

−4x1 − 2x2 + x3 + x4 + 3x5 = 9 ,

2x1 + 2x2 + 2x3 − x4 + 3x5 = 12 ,

xi ≥ 0, i = 1, . . . , 5 ;

ii. x1 − x2 + 2x3 + x4 = 3 ,

−2x1 + 2x2 − 3x3 + x4 = 5 ,

x1 + x2 + x4 = 2 ,

xi ≥ 0 , i = 1, 2, 3, 4 ;

iii. 3x1 + x2 + 7x3 + x4 = 6 ,

x2 + x3 − 2x4 = 3 ,

x1 + 2x3 + x4 = 1 ,

xi ≥ 0 , i = 1, 2, 3, 4 .

5.2. Ðåøèòü ñëåäóþùèå çàäà÷è:
i. x1 − 5x2 − x3 + x4 → max ;

x1 + 3x2 + 3x3 + x4 = 3 ,

2x1 + 3x3 − x4 = 4 ,

xi ≥ 0 , i = 1, 2, 3, 4 ;

ii. 3x1 + 7x2 + 6x3 + 5x4 → max ;

4x1 + 3x2 + 2x3 − x4 = 7 ,

x1 − 2x2 − 5x3 − 3x4 = −12 ,

xi ≥ 0 , i = 1, 2, 3, 4 ;

iii. x1 + 10x2 − x3 + 5x4 → max ;

x1 + 2x2 − x3 − x4 = 1 ,

−x1 + 2x2 + 3x3 + x4 = 2 ,

x1 + 5x2 + x3 − x4 = 5 ,

xi ≥ 0 , i = 1, 2, 3, 4 ;
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iv. − 2x1 + 2x2 + x3 + 2x4 − 3x5 → max ;

− 2x1 + x2 − x3 − x4 = 1 ,

x1 − x2 + 2x3 + x4 + x5 = 4 ,

− x1 + x2 − x5 = 4 ,

xi ≥ 0 , i = 1, . . . , 5 ;

v. 2x1 + x2 − x3 + 3x4 − 2x5 → min ;

8x1 + 2x2 + 3x3 + 9x4 + 9x5 = 30 ,

5x1 + x2 + 2x3 + 5x4 + 6x5 = 19 ,

x1 + x2 + 3x4 = 3 ,

xi ≥ 0 , i = 1, . . . , 5 ;
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Ãëàâà 3
Äâîéñòâåííûå çàäà÷è ËÏ è
ïîñòîïòèìàëüíûé àíàëèç

�1. Äâîéñòâåííûå çàäà÷è ËÏ

1.1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ËÏ â ñòàíäàðòíîé ôîðìå:

〈c, x〉 → max ; Ax ≤ b, x ≥ 0 , (1.1)

ãäå c, x ∈ Rn, b ∈ Rm, A ∈ Mm,n.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Çàäà÷à

〈b, y〉 → min ; ATy ≥ c, y ≥ 0 (1.2)

íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííîé ê çàäà÷å (1.1).
Ê çàäà÷å (1.2), â ñâîþ î÷åðåäü, òàêæå ìîæíî âûïèñàòü äâîéñòâåííóþ

çàäà÷ó. Äëÿ ýòîãî çàäà÷ó (1.2) ïåðåïèøåì â âèäå:

−〈b, y〉 → max ; −ATy ≤ −c, y ≥ 0.

Äâîéñòâåííàÿ ê íåé çàäà÷à, ïî îïðåäåëåíèþ, èìååò âèä:

−〈c, x〉 → min ; −Ax ≥ −b, x ≥ 0,

èëè
〈c, x〉 → max ; Ax ≤ b, x ≥ 0.
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Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷åé, äâîéñòâåííîé ê äâîéñòâåííîé çàäà÷å (1.2), ÿâëÿ-
åòñÿ èñõîäíàÿ çàäà÷à (1.1). Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷è (1.1) è (1.2) ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé ïàðó âçàèìíî äâîéñòâåííûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ è ìîæíî ïðîñòî ãîâîðèòü î ïàðå äâîéñòâåííûõ çàäà÷, íå óòî÷íÿÿ,
êàêàÿ èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé, à êàêàÿ � äâîéñòâåííîé.

Ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêóþ çàäà÷ó

〈c, x〉 → max ; Ax = b, x ≥ 0 , (1.3)

ãäå c, x ∈ Rn, b ∈ Rm, A ∈ Mm,n. Ýêâèâàëåíòíàÿ åé ñòàíäàðòíàÿ çàäà÷à
èìååò âèä:

〈c, x〉 → max ;

[
A

−A

]
x ≤

[
b

−b

]
, x ≥ 0. (1.4)

Çàäà÷åé, äâîéñòâåííîé ê çàäà÷å (1.4), áóäåò çàäà÷à

〈(b,−b), z〉 → min ; [AT − AT ]z ≥ c, z ≥ 0, (1.5)

ãäå z = (z1, . . . , zm, zm+1, . . . , z2m). Ââåäåì âåêòîðû u = (z1, . . . , zm) è
v = (zm+1, . . . , z2m). Òîãäà z = (u, v), à çàäà÷à (1.5) ïðèíèìàåò âèä:

〈b, u〉 − 〈b, v〉 = 〈b, u− v〉 → min ;

ATu− ATv = AT (u− v) ≥ c ,

u ≥ 0, v ≥ 0.

Ïîëàãàÿ çäåñü y = u− v, ïîëó÷èì

〈b, y〉 → min ; ATy ≥ c, (1.6)

ãäå êîìïîíåíòû âåêòîðà y ìîãóò áûòü ëþáîãî çíàêà. Òàêèì îáðàçîì, çà-
äà÷åé, äâîéñòâåííîé ê êàíîíè÷åñêîé çàäà÷å (1.3), ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à (1.6),
â êîòîðîé îòñóòñòâóþò óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè ïåðåìåííûõ. Íó è,
ðàçóìååòñÿ, çàäà÷åé, äâîéñòâåííîé ê çàäà÷å (1.6), áóäåò êàíîíè÷åñêàÿ
çàäà÷à (1.3).

1.2. Ðàññìàòðèâàåìûå íèæå ñâîéñòâà äâîéñòâåííûõ çàäà÷ ñïðàâåäëè-
âû äëÿ ëþáîé ïàðû âçàèìíî äâîéñòâåííûõ çàäà÷ ËÏ, çäåñü æå, äëÿ îïðå-
äåëåííîñòè, ìû ðàññìîòðèì ïàðó äâîéñòâåííûõ çàäà÷ (1.1) è (1.2). Ìíî-
æåñòâî ïëàíîâ â çàäà÷å (1.1) îáîçíà÷èì ÷åðåç X, ìíîæåñòâî ïëàíîâ â
çàäà÷å (1.2) � ÷åðåç Y .
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Ë å ì ì à 1.1. Äëÿ ëþáûõ x ∈ X, y ∈ Y ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

〈c, x〉 ≤ 〈b, y〉. (1.7)

Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ x∗ ∈ X, y∗ ∈ Y èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

〈c, x∗〉 = 〈b, y∗〉, (1.8)

òî x∗ � ðåøåíèå çàäà÷è (1.1), y∗ � ðåøåíèå çàäà÷è (1.2).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü x ∈ X, y ∈ Y . Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè

íåðàâåíñòâà Ax ≤ b ñêàëÿðíî íà y, ïîëó÷èì

〈Ax, y〉 ≤ 〈b, y〉. (1.9)

Àíàëîãè÷íî, óìíîæàÿ îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà ATy ≥ c ñêàëÿðíî íà x,
ïîëó÷èì

〈c, x〉 ≤ 〈ATy, x〉 = 〈Ax, y〉. (1.10)

Ñðàâíèâàÿ (1.9) è (1.10), ïîëó÷èì (1.7).
Åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (1.8), òî îòñþäà è èç (1.7) ïðè x = x∗

èìååì
〈b, y∗〉 = 〈c, x∗〉 ≤ 〈b, y〉 ∀y ∈ Y.

Ñëåäîâàòåëüíî, y∗ � ðåøåíèå çàäà÷è (1.2). Àíàëîãè÷íî, èç (1.8) è (1.7)
ïðè y = y∗ ñëåäóåò, ÷òî

〈c, x∗〉 = 〈b, y∗〉 ≥ 〈c, x〉 ∀x ∈ X.

Òî åñòü, x∗ � ðåøåíèå çàäà÷è (1.1).
Ò å î ð å ì à 1.1. Ïàðà âçàèìíî äâîéñòâåííûõ çàäà÷ ËÏ ëèáî âìå-

ñòå èìååò ðåøåíèå, ëèáî âìåñòå åãî íå èìååò. Âåêòîðû x∗ ∈ X è y∗ ∈
∈ Y ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷ (1.1) è (1.2), ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1.8).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì, ÷òî åñëè çàäà÷à (1.1) èìååò
ðåøåíèå, òî èìååò ðåøåíèå è çàäà÷à (1.2).

Ïóñòü çàäà÷à (1.1) èìååò ðåøåíèå. Ýòî ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷å-
íî ñèìïëåêñ�ìåòîäîì. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ñèìïëåêñ�ìåòîäà ê çàäà÷å (1.1)
ïðèâåäåì åå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó:

〈c, x〉 → max ; Ax + u = b, x ≥ 0, u ≥ 0. (1.11)
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Ïóñòü (x∗, u∗) � ðåøåíèå çàäà÷è (1.11), ïîëó÷åííîå ñèìïëåêñ�ìåòîäîì.
Òîãäà x∗ � ðåøåíèå çàäà÷è (1.1). Òàê êàê (x∗, u∗) � óãëîâàÿ òî÷êà, òî, ïî
óñëîâèþ îïòèìàëüíîñòè, ñóùåñòâóåò åå áàçèñ σ òàêîé, ÷òî

∆ = ∆(σ) = A
T
y∗ − c ≥ 0, (1.12)

ãäå A = [A E], c = (c, 0) � ìàòðèöà óñëîâèé è öåëåâîé âåêòîð çà-
äà÷è (1.11), y∗ = B

−T
σ cσ. Ïåðåïèñûâàÿ óñëîâèå (1.12) â âèäå

[
AT

E

]
y∗ −

[
c

0

]
≥ 0,

ïîëó÷èì, ÷òî
ATy∗ ≥ c ,

y∗ ≥ 0 .

Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð y∗ ÿâëÿåòñÿ ïëàíîì äâîéñòâåííîé çàäà÷è (1.2).
Êðîìå òîãî, òàê êàê âåêòîð (x∗, u∗)σ, ñîñòàâëåííûé èç áàçèñíûõ êîìïî-
íåíò óãëîâîé òî÷êè (x∗, u∗), èìååò âèä

(x∗, u∗)σ = B
−1
σ b,

òî
〈c, x∗〉 = 〈(c, 0), (x∗, u∗)〉 = 〈cσ, (x∗, u∗)σ〉 = 〈cσ, B

−1
σ b〉 =

= 〈B−T
σ cσ, b〉 = 〈b, y∗〉.

Â ñèëó ëåììû 1.1 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî y∗ � ðåøåíèå çàäà÷è (1.2).
Òàêèì îáðàçîì, åñëè çàäà÷à (1.1) èìååò ðåøåíèå, òî èìååò ðåøåíèå

è çàäà÷à (1.2) è ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, äëÿ ëþáûõ îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ
çàäà÷ (1.1) è (1.2) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1.8). Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåò-
ñÿ, ÷òî åñëè èìååò ðåøåíèå çàäà÷à (1.2), òî èìååò ðåøåíèå çàäà÷à (1.1)
è íåîáõîäèìî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1.8). Äîñòàòî÷íîñòü ýòîãî óñëîâèÿ
äîêàçàíà â ëåììå 1.1. Ïîíÿòíî òàêæå, ÷òî ñèòóàöèÿ, êîãäà îäíà èç äâîé-
ñòâåííûõ çàäà÷ èìååò ðåøåíèå, à äðóãàÿ åãî íå èìååò, íå ìîæåò èìåòü
ìåñòà.

Îòìåòèì, ÷òî, êàê ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû, åñëè ðåøåíèå
îäíîé èç äâîéñòâåííûõ çàäà÷ ïîëó÷åíî ñèìïëåêñ�ìåòîäîì, òî îäíîâðå-
ìåííî ñ íèì áóäåò ïîëó÷åíî ðåøåíèå è äðóãîé äâîéñòâåííîé çàäà÷è. Åñëè
ðåøåíèå çàäà÷è (1.1) îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñèìïëåêñíûõ òàáëèö,
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òî êîìïîíåíòû âåêòîðà äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ñîäåðæàòñÿ â çàêëþ-
÷èòåëüíîé ñèìïëåêñíîé òàáëèöå � îíè ðàâíû îöåíêàì äîïîëíèòåëüíûõ
ïåðåìåííûõ. Â ñàìîì äåëå, òàê êàê

∆ =

[
AT

E

]
y∗ −

[
c
0

]
,

òî îòñþäà ∆n+j = y∗j , j = 1, . . . , m.

Ò å î ð å ì à 1.2. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ïàðû âçàèìíî äâîé-
ñòâåííûõ çàäà÷ ËÏ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìíîæåñòâà èõ ïëà-
íîâ áûëè íå ïóñòû:

X 6= ∅, Y 6= ∅ .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà. Äîêàæåì äîñòàòî÷-
íîñòü. Ïóñòü y ∈ Y. Òîãäà, ïî ëåììå 1.1, 〈c, x〉 ≤ 〈b, y〉 äëÿ ëþáûõ x ∈ X.
Òî åñòü, öåëåâàÿ ôóíêöèÿ â çàäà÷å (1.1) îãðàíè÷åíà ñâåðõó è, ñëåäîâà-
òåëüíî, çàäà÷à (1.1) èìååò ðåøåíèå. Â ñèëó òåîðåìû 1.1 èìååò ðåøåíèå
è çàäà÷à (1.2).

Ñ ë å ä ñ ò â è å:
i. åñëè X = ∅, Y 6= ∅, òî inf

Y
〈b, y〉 = −∞ ;

ii. åñëè inf
Y
〈b, y〉 = −∞, òî X = ∅ ;

iii. åñëè X 6= ∅, Y = ∅, òî sup
X
〈c, x〉 = +∞ ;

iv. åñëè sup
X
〈c, x〉 = +∞, òî Y = ∅ .

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ñëåäóþùåé òåîðåìû çàìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ
Ax ≤ b è ATy ≥ c â çàäà÷àõ (1.1) è (1.2), ñîîòâåòñòâåííî, ìîæíî çà-
ïèñàòü â âèäå:

[Ax− b]j ≤ 0, j = 1, . . . ,m ,
[
ATy − c

]
i
≥ 0, i = 1, . . . , n .

Ò å î ð å ì à 1.3. Äëÿ îïòèìàëüíîñòè ïëàíîâ x∗ ∈ X è y∗ ∈ Y â
çàäà÷àõ (1.1) è (1.2), ñîîòâåòñòâåííî, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ

[Ax∗ − b]j y∗j = 0 , j = 1, . . . , m , (1.13)
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[
ATy∗ − c

]
i
x∗i = 0 , i = 1, . . . , n . (1.14)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Ïóñòü x∗ ∈ X,
y∗ ∈ Y � ðåøåíèÿ çàäà÷ (1.1) è (1.2), ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà (ñì. äîêàçà-
òåëüñòâî ëåììû 1.1)

〈c, x∗〉 ≤ 〈ATy∗, x∗〉 = 〈Ax∗, y∗〉 ≤ 〈b, y∗〉.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî òåîðåìå 1.1, 〈c, x∗〉 = 〈b, y∗〉. Ñëåäîâàòåëüíî,

〈c, x∗〉 = 〈ATy∗, x∗〉 = 〈Ax∗, y∗〉 = 〈b, y∗〉. (1.15)

Èç ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ïîëó÷èì

〈ATy∗ − c, x∗〉 = 0 , (1.16)

îòêóäà, òàê êàê ATy∗ − c ≥ 0 è x∗ ≥ 0, ñëåäóåò (1.14). Àíàëîãè÷íî, èç
ïðàâîé ÷àñòè (1.15) èìååì

〈Ax∗ − b, y∗〉 = 0 , (1.17)

îòêóäà, òàê êàê Ax∗ − b ≤ 0 è y∗ ≥ 0, ñëåäóåò (1.13).
Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Èç (1.13) ñëåäóåò (1.17), èç (1.14) � (1.16). Èç

(1.16) è (1.17) ñëåäóåò (1.15), îòêóäà, â ñèëó ëåììû 1.1, ñëåäóåò, ÷òî x∗ �
ðåøåíèå çàäà÷è (1.1), y∗ � ðåøåíèå çàäà÷è (1.2).

Óñëîâèå [Ax− b]j ≤ 0 èëè, ÷òî � òî æå ñàìîå, óñëîâèå [Ax]j ≤ bj íàçû-
âàåòñÿ äâîéñòâåííûì ïî îòíîøåíèþ ê óñëîâèþ yj ≥ 0 è, íàîáîðîò, óñëî-
âèå yj ≥ 0 íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííûì ïî îòíîøåíèþ ê óñëîâèþ [Ax]j ≤ bj.
Äðóãóþ ïàðó äâîéñòâåííûõ óñëîâèé îáðàçóþò óñëîâèÿ

[
ATy

]
i
≥ ci è

xi ≥ 0. Èç òåîðåìû 1.3 ñëåäóåò, ÷òî åñëè íà îïòèìàëüíûõ ïëàíàõ ïðÿìîé
è äâîéñòâåííîé çàäà÷ îäíî èç ïàðû äâîéñòâåííûõ óñëîâèé âûïîëíÿåòñÿ
êàê ñòðîãîå íåðàâåíñòâî (íåæåñòêî), òî äðóãîå âûïîëíÿåòñÿ êàê òî÷íîå
ðàâåíñòâî (æåñòêî). Òî åñòü,

i. åñëè y∗j > 0 äëÿ íåêîòîðîãî èíäåêñà j, òî [Ax∗]j = bj ;

ii. åñëè [Ax∗]j < bj äëÿ íåêîòîðîãî èíäåêñà j, òî y∗j = 0 ;

iii. åñëè x∗i > 0 äëÿ íåêîòîðîãî èíäåêñà i, òî
[
ATy∗

]
i
= ci ;

iv. åñëè
[
ATy∗

]
i
> ci äëÿ íåêîòîðîãî èíäåêñà i, òî x∗i = 0 .

Óñëîâèÿ (1.13) è (1.14) íàçûâàþòñÿ óñëîâèÿìè äîïîëíÿþùåé íåæåñò-
êîñòè.
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Óïðàæíåíèÿ

1.1. Çàïèøèòå äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó ê îáùåé çàäà÷å ËÏ:
n∑

i=1
cixi → max ;

n∑
i=1

ajixi ≤ bj, j = 1, . . . , r ,

n∑
i=1

ajixi = bj, j = r + 1, . . . , m ,

xi ≥ 0, i = 1, . . . , s .

1.2. Ðåøèòü ãðàôè÷åñêè ïàðó âçàèìîäâîéñòâåííûõ çàäà÷ ËÏ, îäíà èç
êîòîðûõ èìååò âèä:

i. 7x1 + x3 − 4x4 → max ;

x1 − x2 + 2x3 − x4 ≤ 6 ,

2x1 + x2 − x3 ≤ −1 ,

xi ≥ 0, i = 1, 2, 3, 4 ;

ii. x1 + 7x2 + 15x3 + 21x4 + 9x5 → min ;

−3x1 − 3x2 + x3 + 4x4 + x5 = 3 ,

−2x1 + 4x2 + 3x3 − x4 − 4x5 = 2 ,

xi ≥ 0, i = 1, . . . , 5 ;

iii. 6x1 + 76x2 − 133x3 − 25x4 → min ;

2x1 + 4x2 − 12x3 = 4 ,

x1 + 12x2 + 16x3 − 5x4 = −8 ,

xi ≥ 0, i = 1, 2, 3, 4 .

1.3. Ðåøèòü ïàðó âçàèìîäâîéñòâåííûõ çàäà÷ ËÏ, îäíà èç êîòîðûõ
èìååò âèä:

i. 3x1 + 2x2 + x3 → max ; ii. 19x1 + x2 + 16x3 → max ;

2x1 − x2 + x3 ≤ 1 , 2x1 − x2 + 3x3 ≤ −2 ,

−x1 + x2 − x3 ≤ 1 , 3x1 − 5x2 + 7x3 ≤ −10 ,

x1 − 2x2 + 3x3 ≤ −6 , 4x1 + 3x2 + x3 ≤ 3 ,

x1 + 3x2 + x3 ≤ 2 , x1 + 2x2 − x3 ≤ 3 ,

2x1 + x2 − 3x3 ≤ 12 ; 3x1 + 2x3 ≤ −1 .
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�2. Ýêîíîìè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ
äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ

Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíóþ çàäà÷ó ËÏ

〈c, x〉 → max ; Ax ≤ b, x ≥ 0, (2.1)

ãäå c, x ∈ Rn, b ∈ Rm, A ∈ Mm,n. Ìíîæåñòâî ïëàíîâ çàäà÷è (2.1) îáî-
çíà÷èì ÷åðåç X.

Ïóñòü çàäà÷à (2.1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü çàäà÷è
ïëàíèðîâàíèÿ ïðîèçâîäñòâà (ñì. �1.2). Íàïîìíèì ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë
ôèãóðèðóþùèõ â íåé âåëè÷èí:

xi � ïëàí ïðîèçâîäñòâà i � òîãî èçäåëèÿ (øò.), i = 1, . . . , n ;
ci � ïðèáûëü îò ïðîèçâîäñòâà åäèíèöû i � òîãî èçäåëèÿ

(óäåëüíàÿ ïðèáûëü; ðóá./øò.) ;
bj � çàïàñ j � òîãî ðåñóðñà (åä.), j = 1, . . . , m ;
aji � ðàñõîä j - òîãî ðåñóðñà íà ïðîèçâîäñòâî åäèíèöû

i � òîãî èçäåëèÿ (åä.ðåñóðñà/øò.).
Òàêèì îáðàçîì, ýêîíîìè÷åñêîå ñîäåðæàíèå çàäà÷è (2.1) � íàõîæäåíèå
ïðîèçâîäñòâåííîãî ïëàíà, ìàêñèìèçèðóþùåãî ñóììàðíóþ ïðèáûëü îò
ïðîèçâîäñòâà âñåõ èçäåëèé ïðè çàäàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ðåñóðñû.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó, äâîéñòâåííóþ ê çàäà÷å (2.1):

〈b, y〉 → min ; ATy ≥ c, y ≥ 0. (2.2)

Ìíîæåñòâî ïëàíîâ çàäà÷è (2.2) îáîçíà÷èì ÷åðåç Y . Îãðàíè÷åíèÿ
ATy ≥ c ýòîé çàäà÷è â ðàçâåðíóòîé ôîðìå èìåþò âèä:

a1iy1 + a2iy2 + . . . + amiym ≥ ci, i = 1, . . . , n. (2.3)

Áóäåì ðàññóæäàòü êàê â ôèçèêå � ïðàâàÿ ÷àñòü êàæäîãî èç íåðàâåíñòâ
(2.3) èçìåðÿåòñÿ â ðóá./øò. Ñëåäîâàòåëüíî, è ëåâàÿ ÷àñòü äîëæíà èç-
ìåðÿòüñÿ â òåõ æå åäèíèöàõ. Òàê êàê ýëåìåíòû aji èìåþò ðàçìåðíîñòü
åä.ðåñóðñà/øò., òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êîìïîíåíòû âåêòîðà y äîëæíû
èìåòü ðàçìåðíîñòü ðóá./åä.ðåñóðñà. Òî åñòü, yj ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öå-
íó åäèíèöû j � òîãî ðåñóðñà. Íî, òàê êàê â ïîñòàíîâêå èñõîäíîé çàäà÷è
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öåíû ðåñóðñîâ íå ôèãóðèðóþò, òî ýòè öåíû � ôèêòèâíûå. Èõ íàçûâàþò
óñëîâíûìè, èëè òåíåâûìè (ñêðûòûìè) öåíàìè. Ëåâàÿ ÷àñòü êàæäîãî
èç íåðàâåíñòâ (2.3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâíóþ ñòîèìîñòü ðåñóðñîâ,
çàòðà÷åííûõ íà ïðîèçâîäñòâî åäèíèöû i � òîãî èçäåëèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìàëüíî äâîéñòâåííîé çàäà÷å ìîæíî äàòü ñëåäóþ-
ùóþ èíòåðïðåòàöèþ: íàéòè öåíû ðåñóðñîâ, ìèíèìèçèðóþùèå èõ îáùóþ
ñòîèìîñòü ïðè óñëîâèè, ÷òî óäåëüíàÿ ïðèáûëü îò ïðîèçâîäñòâà êàæäîãî
èçäåëèÿ íå ïðåâîñõîäèò ñòîèìîñòè ðåñóðñîâ, çàòðà÷åííûõ íà åãî èçãî-
òîâëåíèå. Íà ïåðâûé âçãëÿä, òàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è
êàæåòñÿ, ìÿãêî ãîâîðÿ, ñòðàííîé � ïðèáûëü íå ïðåâîñõîäèò ñòîèìîñòè
ðàñõîäóåìûõ íà ïðîèçâîäñòâî ðåñóðñîâ � â ëó÷øåì ñëó÷àå ðàáîòà ïðåä-
ïðèÿòèÿ ìîæåò áûòü ëèøü íå óáûòî÷íîé. Îäíàêî, ïðåäñòàâèì ñåáå ñëåäó-
þùóþ ñèòóàöèþ. Åñòü ïîêóïàòåëü, ãîòîâûé ïðèîáðåñòè ó ïðåäïðèÿòèÿ
èìåþùèåñÿ ðåñóðñû. Åñòåñòâåííî, ÷òî ïðåäïðèÿòèå äîëæíî íàçíà÷àòü
öåíû çà ðåñóðñû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èõ ñòîèìîñòü áûëà íå ìåíüøå
òîé ïðèáûëè, êîòîðóþ îíî ìîæåò ïîëó÷èòü, ïóñòèâ ýòè ðåñóðñû â ïðî-
èçâîäñòâî. Ïîêóïàòåëü, ñî ñâîåé ñòîðîíû, õî÷åò êóïèòü ýòè ðåñóðñû ïî-
âîçìîæíîñòè äåøåâëå. Âîçíèêàåò çàäà÷à âûáîðà öåí, óñòðàèâàþùèõ îáå
ñòîðîíû (êîìïðîìèññíûõ öåí). Ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ýòîé çàäà÷è
è ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à (2.2), â êîòîðîé ïðîäàâåö (ïðåäïðèÿ-
òèå) çàäàåò îãðàíè÷åíèÿ, à ïîêóïàòåëü ñòðåìèòñÿ ïðè ýòèõ îãðàíè÷åíè-
ÿõ ìèíèìèçèðîâàòü öåëåâóþ ôóíêöèþ. Èç òåîðåìû 1.1 ñëåäóåò, ÷òî åñëè
x∗ ∈ X è y∗ ∈ Y � îïòèìàëüíûå ïëàíû ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷, òî
〈c, x∗〉 = 〈b, y∗〉, òî åñòü, ìàêñèìàëüíàÿ ïðèáûëü, êîòîðóþ ïðåäïðèÿòèå
ìîæåò ïîëó÷èòü, ïóñòèâ ðåñóðñû â ïðîèçâîäñòâî, ðàâíà òîé ìèíèìàëü-
íîé öåíå çà ðåñóðñû, êîòîðîé ìîæåò äîáèòüñÿ ïîêóïàòåëü (ïðè çàäàííûõ
îãðàíè÷åíèÿõ). Òàêèì îáðàçîì, åñëè â êà÷åñòâå öåí yj âûáèðàòü êîìïî-
íåíòû y∗j îïòèìàëüíîãî ïëàíà äâîéñòâåííîé çàäà÷è, òî ýòè öåíû óñòðîÿò
îáå ñòîðîíû è ñäåëêà ñîñòîèòñÿ. Ïðè ýòîì íóëåâûå öåíû y∗j , åñëè òàêî-
âûå åñòü â îïòèìàëüíîì ïëàíå äâîéñòâåííîé çàäà÷è, ìîæíî èíòåðïðåòè-
ðîâàòü êàê

”
áëàãîäàðíîñòü“ ïðîäàâöà ïîêóïàòåëþ, óñòóïêó çà âûãîäíûå

öåíû íà äðóãèå ðåñóðñû. Âîîáùå, â ýòîé èãðå
”
ïðîäàâåö � ïîêóïàòåëü“

ñòðàòåãèÿ ïðîäàâöà ïðåäåëüíî ïðîñòà � ïîñêîëüêó, â ñèëó ëåììû 1.1,

〈c, x∗〉 < 〈b, y〉 ∀y ∈ Y, y 6= y∗,

åãî óñòðîÿò ëþáûå öåíû, óäîâëåòâîðÿþùèå îãðàíè÷åíèÿì äâîéñòâåííîé
çàäà÷è. Åñëè ïîêóïàòåëü íå çíàêîì ñ ëèíåéíûì ïðîãðàììèðîâàíèåì, òî
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îí ìîæåò âûáðàòü íåîïòèìàëüíûé ïëàí y ∈ Y ,
”
ïîäàðèâ“, òåì ñàìûì,

ïðîäàâöó äîïîëíèòåëüíóþ ïðèáûëü, ðàâíóþ âåëè÷èíå 〈b, y〉 − 〈c, x∗〉.
Âûâîä, êîòîðûé ìû ìîæåì ñäåëàòü èç ðàññìîòðåííîé ãèïîòåòè÷åñêîé

ñèòóàöèè, î÷åâèäåí � ðåñóðñû ñòîÿò ïî êðàéíåé ìåðå ñòîëüêî, ñêîëüêî
ñòîÿò òîâàðû, ïðîèçâåäåííûå èç íèõ, ïðè îïòèìàëüíîì ïëàíå ïðîèçâîä-
ñòâà. Îòìåòèì, ÷òî ýòà îöåíêà ñòîèìîñòè ðåñóðñîâ ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé
äëÿ äàííîãî ïðîèçâîäñòâà è çàâèñèò îò åãî òåõíîëîãè÷åñêèõ îñîáåííî-
ñòåé (ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A).

Â ïîëüçó èíòåðïðåòàöèè äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ êàê óñëîâíûõ öåí
ðåñóðñîâ ãîâîðèò è òåîðåìà 1.3. À èìåííî, ïî òåîðåìå 1.3 x∗i = 0, åñëè[
ATy∗

]
i
> ci. Òî åñòü, åñëè óäåëüíàÿ ïðèáûëü îò ïðîèçâîäñòâà èçäåëèÿ

i � òîãî âèäà ìåíüøå óñëîâíîé ñòîèìîñòè ðåñóðñîâ, çàòðà÷åííûõ íà åãî
èçãîòîâëåíèå, òî ýòîò âèä èçäåëèÿ ïðîèçâîäèòü íå âûãîäíî è îíî íå
âõîäèò â îïòèìàëüíûé ïëàí. Òàêæå èç òåîðåìû 1.3 ñëåäóåò, ÷òî, åñëè
[Ax∗]j < bj, òî y∗j = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ïðè îïòèìàëüíîì ïëàíå
ïðîèçâîäñòâà j � òûé ðåñóðñ èñïîëüçóåòñÿ íå ïîëíîñòüþ, òî åãî óñëîâ-
íàÿ öåíà ðàâíà íóëþ (ýòî � ïðîñòî êðàéíÿÿ ôîðìà êëàññè÷åñêîãî çàêîíà
ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ, ñîãëàñíî êîòîðîìó öåíà íà òîâàð ïàäàåò, åñëè
çàïàñû òîâàðà ïðåâûøàþò ñïðîñ íà íåãî). Ïîñëåäíåå ïîçâîëÿåò èíòåð-
ïðåòèðîâàòü óñëîâíûå öåíû y∗j êàê îöåíêè äåôèöèòíîñòè ðåñóðñîâ � åñ-
ëè ðåñóðñ èñïîëüçóåòñÿ íå ïîëíîñòüþ, òî îí íå ÿâëÿåòñÿ äåôèöèòíûì �
åãî îöåíêà äåôèöèòíîñòè ðàâíà íóëþ, óâåëè÷åíèå çàïàñà ýòîãî ðåñóðñà
íèêàê íå ïîâëèÿåò íà îïòèìàëüíûé ïëàí.

Òàêèì îáðàçîì, âñå íåäåôèöèòíûå ðåñóðñû èìåþò îäíó è òó æå óñëîâ-
íóþ öåíó � íîëü. Äåôèöèòíûå ðåñóðñû â îáùåì ñëó÷àå, ðàçóìååòñÿ, èìå-
þò ðàçíûå óñëîâíûå öåíû è, ñòàëî áûòü, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî, ñêàæåì, k � òûé
ðåñóðñ

”
äåôèöèòíåå“ j - òîãî ðåñóðñà, åñëè y∗k > y∗j . Âîçíèêàåò âîïðîñ �

ïî÷åìó óñëîâíàÿ öåíà îäíîãî äåôèöèòíîãî ðåñóðñà áîëüøå óñëîâíîé öå-
íû äðóãîãî äåôèöèòíîãî ðåñóðñà? Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîíÿòü � â ÷åì òóò
äåëî, ïðåæäå âñåãî ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð.

Ï ð è ì å ð 2.1. Ïóñòü çàäà÷à ËÏ èìååò âèä:
f(x) = 2x1 + 3x2 → max ;

x1 + x2 ≤ 4 ,

x1 + 3x2 ≤ 6 ,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.
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Äâîéñòâåííîé ê íåé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à
ϕ(y) = 4y1 + 6y2 → min ;

y1 + y2 ≥ 2 ,

y1 + 3y2 ≥ 3 ,

y1 ≥ 0, y2 ≥ 0.

Ðåøåíèÿìè ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû x∗ = (3, 1)
è y∗ = (3/2, 1/2), ñîîòâåòñòâåííî, ñ îáùèì çíà÷åíèåì öåëåâûõ ôóíêöèé
f(x∗) = ϕ(y∗) = 9. Òàêèì îáðàçîì, â ïðÿìîé çàäà÷å îáà ðåñóðñà ÿâëÿ-
þòñÿ äåôèöèòíûìè, ïðè÷åì

”
äåôèöèòíîñòü“ ïåðâîãî â òðè ðàçà âûøå

”
äåôèöèòíîñòè“ âòîðîãî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàïàñ ïåðâîãî ðåñóðñà óâåëè÷èëñÿ íà åäèíèöó, òî

åñòü âåêòîð îãðàíè÷åíèé ïðÿìîé çàäà÷è b = (4, 6) ïîëó÷èë ïðèðàùå-
íèå ∆b = (1, 0). Òîãäà, ðåøàÿ ïðÿìóþ çàäà÷ó ñ âåêòîðîì îãðàíè÷åíèé
b = b + ∆b = (5, 6), ïîëó÷èì, ÷òî åå ðåøåíèå x∗(b + ∆b) = (9/2, 1/2),
f(x∗(b + ∆b)) = 21/2 è

∆f(x∗(b)) = f(x∗(b + ∆b))− f(x∗(b)) = 3/2 = y∗1.

(Çäåñü x∗(b) = x∗ � ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è, ñîîòâåòñòâóþùåå âåêòîðó
îãðàíè÷åíèé b).

Ïóñòü òåïåðü ∆b = (0, 1), òî åñòü, óâåëè÷èëñÿ íà åäèíèöó çàïàñ âòîðî-
ãî ðåñóðñà. Òîãäà x∗(b + ∆b) = (5/2, 3/2), f(x∗(b + ∆b)) = 19/2,
∆f(x∗(b)) = 1/2 = y∗2.

Òàêèì îáðàçîì, óâåëè÷åíèå íà åäèíèöó çàïàñà ïåðâîãî ðåñóðñà ïðè-
âîäèò ê óâåëè÷åíèþ ïðèáûëè íà âåëè÷èíó y∗1, à àíàëîãè÷íîå óâåëè÷åíèå
çàïàñà âòîðîãî ðåñóðñà � ê óâåëè÷åíèþ ïðèáûëè íà âåëè÷èíó y∗2. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ÷åì âûøå óñëîâíàÿ ñòîèìîñòü ðåñóðñà, òåì áîëüøå ïðèðàùå-
íèå çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè ïðè åäèíè÷íîì óâåëè÷åíèè çàïàñà ýòîãî
ðåñóðñà � áîëåå äåôèöèòíûå ðåñóðñû âíîñÿò áîëüøèé âêëàä â ïðèðàùå-
íèå ∆f(x∗). Îòìåòèì, ÷òî ïðè ðàññìîòðåííûõ âûøå âàðèàöèÿõ âåêòîðà
b ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è, êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, íå ìåíÿëîñü:
y∗(b + ∆b) = y∗(b) = y∗.

Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé:

f(x) = 〈c, x〉 → max ; Ax ≤ b, x ≥ 0. (2.4)
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (2.4) ñóùåñòâóåò äëÿ çàäàííîãî âåê-
òîðà b, à òàêæå, ïðè íåêîòîðîì ïðèðàùåíèè ∆b, äëÿ âåêòîðà b+∆b. Ýòè
ðåøåíèÿ îáîçíà÷èì ÷åðåç x∗(b) è x∗(b + ∆b). Ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
äâîéñòâåííûõ çàäà÷ îáîçíà÷èì ÷åðåç y∗(b) è y∗(b + ∆b). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî y∗(b + ∆b) = y∗(b) = y∗. Òîãäà, â ñèëó òåîðåìû 1.1,

f(x∗(b)) = 〈b, y∗〉 ,

f(x∗(b + ∆b)) = 〈b + ∆b, y∗〉 = 〈b, y∗〉+ 〈∆b, y∗〉 =

= f(x∗(b)) + 〈∆b, y∗〉.
Îòñþäà

∆f(x∗(b)) = f(x∗(b + ∆b))− f(x∗(b)) = 〈∆b, y∗〉. (2.5)

Â ÷àñòíîñòè, ïðè ∆b = ej, ãäå ej � j � òûé îðò, èç (2.5) ñëåäóåò, ÷òî

∆f(x∗(b)) = y∗j .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðèðàùåíèå çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè, ïðèõîäÿùååñÿ
íà åäèíèöó ïðèðàùåíèÿ j � òîãî ðåñóðñà, ðàâíî óñëîâíîé ñòîèìîñòè ýòîãî
ðåñóðñà.

Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (2.5) ïîëó÷åíà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðè èçìå-
íåíèè âåêòîðà îãðàíè÷åíèé ïðÿìîé çàäà÷è ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è
íå ìåíÿåòñÿ, òî åñòü, îñòàåòñÿ óñòîé÷èâûì. Âîïðîñ, òàêèì îáðàçîì, ñâî-
äèòñÿ ê òîìó, ÷òîáû îïðåäåëèòü äèàïàçîí óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ äâîé-
ñòâåííîé çàäà÷è ê âàðèàöèÿì îãðàíè÷åíèé èñõîäíîé. Â ïðåäåëàõ ýòîãî
äèàïàçîíà ìû ìîæåì, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (2.5), ïðîãíîçèðîâàòü èçìåíå-
íèÿ çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè ïðè ëþáûõ èçìåíåíèÿõ îãðàíè÷åíèé.

�3. Äèàïàçîíû óñòîé÷èâîñòè è
ïîñòîïòèìàëüíûé àíàëèç

Ñîäåðæàòåëüíûé àíàëèç çàäà÷è ËÏ îòíþäü íå îãðàíè÷èâàåòñÿ ëèøü
íàõîæäåíèåì åå îïòèìàëüíîãî ïëàíà. Íàïðîòèâ, ñ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëü-
íîãî ïëàíà ýòîò àíàëèç êàê ðàç è íà÷èíàåòñÿ. Äåëî â òîì, ÷òî íà ïðàêòè-
êå çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ïàðàìåòðîâ çàäà÷è ËÏ ðåäêî èçâåñòíà àáñîëþòíî
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òî÷íî è â êà÷åñòâå ýòèõ ïàðàìåòðîâ áåðóòñÿ íåêîòîðûå ïðèáëèæåííûå,
îöåíî÷íûå, çíà÷åíèÿ. Òîãäà åñòåñòâåííî âîçíèêàåò çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ
äèàïàçîíîâ èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ, â ïðåäåëàõ êîòîðûõ îïòèìàëüíîå ðå-
øåíèå íå ìåíÿåòñÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ óêàçàòü òà-
êèå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, ïðè êîòîðûõ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå
ìîæåò áûòü óëó÷øåíî. Ýòè è äðóãèå âîïðîñû êàê ðàç è îòíîñÿòñÿ ê ïî-
ñòîïòèìàëüíîìó àíàëèçó � àíàëèçó çàäà÷è ïîñëå ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëü-
íîãî ðåøåíèÿ.

3.1. Îïðåäåëåíèå äèàïàçîíîâ óñòîé÷èâîñòè ïðîèëëþñòðèðóåì íà ñëå-
äóþùåì ïðèìåðå.

Ï ð è ì å ð 3.1. Ïóñòü çàäà÷à ËÏ èìååò âèä:
x1 + x2 → max ;

5x1 + 2x2 ≤ 10 ,

3x1 + 4x2 ≤ 12 ,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 .

Ãðàôè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ïðèâåäåíî íà ðèñ. 3.1. Íåòðóäíî âè-
äåòü, ÷òî ïðè

”
êîëåáàíèÿõ“ öåëåâîãî âåêòîðà c = (1, 1) â êîíóñå, îïðåäå-

ëÿåìîì âåêòîðàìè c = (5, 2) è c = (3, 4) (íîðìàëüíûìè âåêòîðàìè ïðÿ-
ìûõ 5x1 +2x2 = 10 è 3x1+4x2 = 12), îïòèìàëüíûé ïëàí x∗ = (8/7, 15/7)
îñòàåòñÿ íåèçìåííûì. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî ëþáûå èçìåíåíèÿ âåêòîðà
îãðàíè÷åíèé ïðèâîäÿò ê èçìåíåíèþ îïòèìàëüíîãî ïëàíà.
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Ðàññìîòðèì äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó:
10y1 + 12y2 → min ;

5y1 + 3y2 ≥ 1 ,

2y1 + 4y2 ≥ 1 ,

y1 ≥ 0, y2 ≥ 0 .

Åå ãðàôè÷åñêîå ðåøåíèå ïðèâåäåíî íà ðèñ. 3.2. Äîïóñòèìûå èçìåíåíèÿ
öåëåâîãî âåêòîðà b = (10, 12) (âåêòîðà îãðàíè÷åíèé ïðÿìîé çàäà÷è), ïðè
êîòîðûõ îïòèìàëüíûé ïëàí äâîéñòâåííîé çàäà÷è y∗ = (1/14, 3/14) íå ìå-
íÿåòñÿ, çàêëþ÷åíû â êîíóñå, îãðàíè÷åííîì âåêòîðàìè (íàïðàâëåíèÿìè)
b = (5, 3) è b = (1, 2). Ëþáûå èçìåíåíèÿ âåêòîðà îãðàíè÷åíèé c = (1, 1)
(öåëåâîãî âåêòîðà èñõîäíîé çàäà÷è) ïðèâîäÿò ê èçìåíåíèþ îïòèìàëüíîãî
ïëàíà äâîéñòâåííîé çàäà÷è.

3.2. Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé:
〈c, x〉 → max ; Ax ≤ b , x ≥ 0 , (3.1)

ãäå c, x ∈ Rn, b ∈ Rm, A ∈ Mm,n.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäà÷à (3.1) ïðèâåäåíà ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå
〈c, x〉 → max ; Ax + u = b , x ≥ 0 , u ≥ 0 (3.2)

è ðåøåíà ñèìïëåêñ�ìåòîäîì. Ïóñòü w∗ = (x∗, u∗) � ðåøåíèå çàäà-
÷è (3.2) (óãëîâàÿ òî÷êà). Òîãäà x∗ � ðåøåíèå çàäà÷è (3.1). Ïóñòü σ =
= {ai1, . . . , aim} � áàçèñ óãëîâîé òî÷êè w∗, Iσ = {i1, . . . , im} � ìíîæåñòâî
áàçèñíûõ èíäåêñîâ, Bσ � áàçèñíàÿ ìàòðèöà. Ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çà-
äà÷è y∗ = B−T

σ cσ, ãäå cσ � âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç áàçèñíûõ êîìïîíåíò
öåëåâîãî âåêòîðà çàäà÷è (3.2).

i. Èçìåíåíèå êîìïîíåíò öåëåâîãî âåêòîðà
Äîïóñòèì, ÷òî öåëåâîé âåêòîð çàäà÷è (3.1) èçìåíèëñÿ è ñòàë ðàâåí

c = c + δ, ãäå δ = (δ1, . . . , δn) � ïðèðàùåíèå âåêòîðà c. Òîãäà îöåíêè ∆i â
óãëîâîé òî÷êå w∗ (òî÷íåå � â áàçèñå σ) òàêæå èçìåíÿòñÿ è ñòàíóò ðàâíû
∆i. Åñëè ïðè ýòîì

∆i ≥ 0 ∀i 6∈ Iσ, (3.3)

òî óãëîâàÿ òî÷êà w∗ ïðîäîëæàåò îñòàâàòüñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (3.2). Òà-
êèì îáðàçîì, óñëîâèå (3.3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñàìîå îáùåå óñëîâèå óñòîé-
÷èâîñòè îïòèìàëüíîãî ïëàíà. Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè òàêèå
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äèàïàçîíû èçìåíåíèÿ ïðèðàùåíèÿ δ, â ïðåäåëàõ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå (3.3). Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé � êîãäà èçìåíÿ-
åòñÿ ëèøü îäíà êîìïîíåíòà öåëåâîãî âåêòîðà, ñêàæåì, k � òàÿ, à îñòàëü-
íûå êîìïîíåíòû âåêòîðà c íå ìåíÿþòñÿ.

Èòàê, ïóñòü ck = ck + δk äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ {1, . . . , n} è ci = ci äëÿ
âñåõ i ∈ {1, . . . , n} \ {k}. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé i.1. Åñëè k 6∈ Iσ, òî âåêòîð cσ íå ìåíÿåòñÿ. Òîãäà

∆i = ∆i = 〈cσ, λi〉 − ci ≥ 0, i 6∈ Iσ, i 6= k,

∆k = 〈cσ, λk〉 − ck = 〈cσ, λk〉 − (ck + δk) = ∆k − δk ≥ 0

ïðè
−∞ < δk ≤ ∆k. (3.4)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè èçìåíåíèÿõ ïðèðàùåíèÿ íåáàçèñíîé êîìïîíåíòû ck

â äèàïàçîíå (3.4) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.3) è îïòèìàëüíûé ïëàí íå ìå-
íÿåòñÿ.

Ñëó÷àé i.2. Åñëè k ∈ Iσ, òî k = ij äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ {1, . . . , m}. Òî-
ãäà ck = cij = cij +δk è âåêòîð cσ ìåíÿåòñÿ: cσ = cσ +δke

j. Ñîîòâåòñòâåííî
èçìåíÿòñÿ è âñå îöåíêè äëÿ i 6∈ Iσ :

∆i = 〈cσ, λi〉 − ci = 〈cσ + δke
j, λi〉 − ci =

= 〈cσ, λi〉 − ci + δk〈ej, λi〉 = ∆i + δkλji, (3.5)

ãäå λji = λi
j �j � òàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà λi. Èç (3.3) è (3.5) ñëåäóåò, ÷òî

óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè îïòèìàëüíîãî ïëàíà ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå

∆i + δkλji ≥ 0 ∀i 6∈ Iσ (3.6)

(íàïîìíèì, ÷òî èíäåêñ j ôèêñèðîâàí). Çäåñü âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó-
÷àè:

a. åñëè λji = 0, òî óñëîâèå (3.6) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî

−∞ < δk < +∞ ;

b. åñëè λji < 0, òî óñëîâèå (3.6) âûïîëíÿåòñÿ ïðè

δk ≤ −∆i

λji
;
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c. åñëè λji > 0, òî óñëîâèå (3.6) âûïîëíÿåòñÿ ïðè

δk ≥ −∆i

λji
.

Òàêèì îáðàçîì, â îáùåì ñëó÷àå óñëîâèå (3.6) âûïîëíÿåòñÿ ïðè

max
i 6∈Iσ :

λji>0

(
−∆i

λji

)
≤ δk ≤ min

i 6∈Iσ :

λji<0

(
−∆i

λji

)
. (3.7)

Åñëè îòñóòñòâóþò êîýôôèöèåíòû λji < 0 äëÿ i 6∈ Iσ, òî ïðàâàÿ ãðàíèöà
äëÿ δk ðàâíà +∞, à åñëè îòñóòñòâóþò êîýôôèöèåíòû λji > 0 äëÿ i 6∈ Iσ,
òî ëåâàÿ ãðàíèöà ðàâíà −∞.

ii. Èçìåíåíèå îãðàíè÷åíèé
Ïðè èçìåíåíèè êîìïîíåíò âåêòîðà îãðàíè÷åíèé (b = b + ∆b) èçìåíÿ-

åòñÿ è îïòèìàëüíûé ïëàí, áàçèñíûå êîìïîíåíòû êîòîðîãî âû÷èñëÿþòñÿ
ïî ôîðìóëå (w∗)σ = B−1

σ b. Îäíàêî, äî òåõ ïîð, ïîêà B−1
σ (b + ∆b) ≥ 0

âåêòîð w∗ ñ áàçèñíûìè êîìïîíåíòàìè (w∗)σ = B−1
σ (b + ∆b) ÿâëÿåòñÿ

îïòèìàëüíîé óãëîâîé òî÷êîé, à σ � åãî áàçèñîì, ïîñêîëüêó îöåíêè ∆i

çàâèñÿò òîëüêî îò áàçèñà, íî íå çàâèñÿò îò âåêòîðà îãðàíè÷åíèé è, ñëå-
äîâàòåëüíî, îñòàþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè. Òàêèì îáðàçîì, ïðè èçìåíåíèè
âåêòîðà îãðàíè÷åíèé íå èìååò ñìûñëà ãîâîðèòü îá óñòîé÷èâîñòè îïòè-
ìàëüíîãî ïëàíà, íî ìîæíî ãîâîðèòü îá óñòîé÷èâîñòè åãî áàçèñà (è, êàê
ñëåäñòâèå, îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è). Óñëîâèå ñî-
õðàíåíèÿ (óñòîé÷èâîñòè) áàçèñà èìååò âèä:

B−1
σ (b + ∆b) ≥ 0 . (3.8)

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî èçìåíÿåòñÿ ëèøü îäíà êîìïîíåíòà âåêòîðà
îãðàíè÷åíèé, ñêàæåì, k � òàÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ∆b = δke

k, ãäå
δk � ïðèðàùåíèå k � òîé êîìïîíåíòû âåêòîðà b, k ∈ {1, . . . , m}. Òîãäà
óñëîâèå (3.8) ïðèíèìàåò âèä:

B−1
σ (b + ∆b) = B−1

σ b + δkB
−1
σ ek = λ0 + δkλ

n+k ≥ 0 , (3.9)

ãäå λ0 = B−1
σ b � âåêòîð áàçèñíûõ êîìïîíåíò îïòèìàëüíîãî ïëàíà,

λn+k = B−1
σ an+k (an+k = ek). Äàëåå âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé ii.1: n + k ∈ Iσ, òî åñòü k � òàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ
u∗k � áàçèñíàÿ. Òîãäà n+k = ij äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ {1, . . . , m}, λ0

j = u∗k, à
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λn+k = B−1
σ aij = ej � j � òûé áàçèñíûé ñòîëáåö. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå

(3.9) ïðèíèìàåò âèä: λ0 + δke
j ≥ 0 è âûïîëíÿåòñÿ ïðè

−u∗k ≤ δk < +∞ . (3.10)

Óñëîâèå (3.10), âîîáùå ãîâîðÿ, äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî: åñëè u∗k > 0, òî
(Ax∗)k < bk è, ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå óâåëè÷åíèå êîìïîíåíòû bk íå ìåíÿåò
îïòèìàëüíîãî ïëàíà (k � òûé ðåñóðñ íå äåôèöèòåí); òàê êàê (Ax∗)k =
= bk − u∗k, òî k -òûé ðåñóðñ ìîæíî óìåíüøèòü íà âåëè÷èíó u∗k, íå ìåíÿÿ
îïòèìàëüíîãî ïëàíà çàäà÷è.

Ñëó÷àé ii.2: n + k 6∈ Iσ. Òîãäà, ïåðåïèñûâàÿ óñëîâèå (3.9) â âèäå

λj0 + δkλj,n+k ≥ 0, j = 1, . . . , m,

ïîëó÷èì:
a. åñëè λj,n+k = 0, òî −∞ < δk < +∞ ,

b. åñëè λj,n+k < 0, òî δk ≤ −λj0/λj,n+k ,

c. åñëè λj,n+k > 0, òî δk ≥ −λj0/λj,n+k .

Òàêèì îáðàçîì, â îáùåì ñëó÷àå

max
1≤j≤m:

λj,n+k>0

(
− λj0

λj,n+k

)
≤ δk ≤ min

1≤j≤m:

λj,n+k<0

(
− λj0

λj,n+k

)
. (3.11)

Åñëè íåò íè îäíîãî λj,n+k > 0, òî δk > −∞, à åñëè íåò íè îäíîãî
λj,n+k < 0, òî δk < +∞.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà èçìåíÿþòñÿ íåñêîëüêî, èëè äàæå âñå êîì-
ïîíåíòû âåêòîðà îãðàíè÷åíèé. Ïóñòü (w∗)σ = B−1

σ (b + ∆b). Ïîñêîëüêó
(w∗)σ = B−1

σ b, òî

‖(w∗)σ − (w∗)σ‖ = ‖B−1
σ ∆b‖ ≤ ‖B−1

σ ‖ · ‖∆b‖.
Îòñþäà

w∗
ij
− w∗

ij
≤ ‖B−1

σ ‖ · ‖∆b‖. (3.12)

Èç (3.12), â ñâîþ î÷åðåäü, èìååì

w∗
ij
≥ w∗

ij
− ‖B−1

σ ‖ · ‖∆b‖ ≥ 0 ∀j = 1, . . . , m

ïðè
‖∆b‖ ≤ w∗

ij

‖B−1
σ ‖ ∀j = 1, . . . , m.
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè

‖∆b‖ ≤ r(b) = min
j=1,m

w∗
ij

‖B−1
σ ‖ (3.13)

áàçèñ σ îñòàåòñÿ áàçèñîì îïòèìàëüíîãî ïëàíà. Åñëè óãëîâàÿ òî÷êà
w∗ � íåâûðîæäåííàÿ, òî r(b) > 0. Äëÿ âûðîæäåííîãî îïòèìàëüíîãî ïëà-
íà îöåíêà (3.13), î÷åâèäíî, íå èìååò ñìûñëà.

iii. Èçìåíåíèå êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû óñëîâèé
Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé: ìåíÿåòñÿ òîëüêî îäèí ýëåìåíò ìàò-

ðèöû A : aks = aks + δks äëÿ íåêîòîðûõ k ∈ {1, . . . , m} è s 6∈ Iσ. Â ýòîì
ñëó÷àå as = as + δkse

k è, òàê êàê s 6∈ Iσ, âñå îöåíêè ∆i íå ìåíÿþòñÿ çà
èñêëþ÷åíèåì îöåíêè ∆s :

∆s = 〈y∗, as + δkse
k〉 − cs = 〈y∗, as〉 − cs + δks〈y∗, ek〉 = ∆s + δksy

∗
k .

Îòñþäà ∆s ≥ 0

a. ïðè −∞ < δks < +∞ , åñëè y∗k = 0 ,

b. ïðè −∆s/y
∗
k ≤ δks < +∞ , åñëè y∗k > 0 .

Ýêîíîìè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ýòèõ ñîîòíîøåíèé î÷åâèäíà � åñëè
k � òûé ðåñóðñ íå äåôèöèòåí, òî èçìåíåíèÿ òåõíîëîãèè (óâåëè÷åíèå
èëè óìåíüøåíèå ðàñõîäà aks ýòîãî ðåñóðñà íà ïðîèçâîäñòâî åäèíèöû
s � òîãî èçäåëèÿ) íèêàê íå âëèÿþò íà îïòèìàëüíûé ïëàí, òàê êàê s 6∈ Iσ,
òî s � òîå èçäåëèå íå ïðîèçâîäèòñÿ. Íàïðîòèâ, åñëè k � òûé ðåñóðñ äå-
ôèöèòåí, òî óìåíüøåíèåì åãî ðàñõîäà aks áîëåå, ÷åì íà ∆s/y

∗
k (åñëè ýòî

âîçìîæíî), ìîæíî äîáèòüñÿ âêëþ÷åíèÿ ýòîãî èçäåëèÿ â îïòèìàëüíûé
ïëàí.

Ï ð è ì å ð 3.2. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.
Ïðåäïðèÿòèå âûïóñêàåò òðè âèäà èçäåëèé. Â ïðîöåññå èõ ïðîèçâîä-

ñòâà ïîñëåäîâàòåëüíî èñïîëüçóþòñÿ òðè òåõíîëîãè÷åñêèå îïåðàöèè: îïå-
ðàöèÿ 1, îïåðàöèÿ 2 è îïåðàöèÿ 3. Â òàáë. 3.1 ïðèâåäåíû äëèòåëüíîñòü
òåõíîëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé ïðè èçãîòîâëåíèè îäíîãî èçäåëèÿ êàæäîãî âè-
äà, à òàêæå ïðèáûëü îò ïðîäàæè èçäåëèé. Ïðî÷åðêè â òàáëèöå îçíà÷àþò,
÷òî ïðè èçãîòîâëåíèè èçäåëèÿ 2 òåõíîëîãè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ 2 íå âûïîëíÿ-
åòñÿ, à ïðè ïðîèçâîäñòâå èçäåëèÿ 3 èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî îïåðàöèè 1 è 2.
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Òàáë. 3.1
Èçäåëèå Äëèòåëüíîñòü îïåðàöèé (ìèí./èçä.) Ïðèáûëü

îïåðàöèÿ 1 îïåðàöèÿ 2 îïåðàöèÿ 3 (ðóá./èçä.)
1 1 3 1 3
2 2 � 4 2
3 1 2 � 5

Ôîíä ðàáî÷åãî âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðîãî îïåðàöèè 1, 2 è 3 ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû äëÿ ïðîèçâîäñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ èçäåëèé, îãðàíè÷åí
ñëåäóþùèìè ïðåäåëüíûìè çíà÷åíèÿìè:

äëÿ ïåðâîé îïåðàöèè � 430 ìèí./ñóòêè,
äëÿ âòîðîé îïåðàöèè � 460 ìèí./ñóòêè,
äëÿ òðåòüåé îïåðàöèè � 420 ìèí./ñóòêè.
Êàêîâ íàèáîëåå âûãîäíûé ñóòî÷íûé îáúåì ïðîèçâîäñòâà êàæäîãî âè-

äà èçäåëèé ?
Îáîçíà÷èì ÷åðåç xi, i = 1, 2, 3, ñóòî÷íûé ïëàí ïðîèçâîäñòâà èçäåëèé

1, 2 è 3, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàññìàòðèâàåìîé
çàäà÷è ïðèìåò âèä:

3x1 + 2x2 + 5x3 → max ;
x1 + 2x2 + x3 ≤ 430 ,

3x1 + 2x3 ≤ 460 ,

x1 + 4x2 ≤ 420 ,
xi ≥ 0, i = 1, 2, 3 .

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñèìïëåêñ� ìåòîäîì (ñèìïëåêñíàÿ òàáëèöà, ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ îïòèìàëüíîìó ïëàíó) ïðèâåäåíî â òàáë. 3.2, â êîòîðîé ñòîëáöû
1, 2 è 3 ñîîòâåòñòâóþò èñõîäíûì ïåðåìåííûì x1, x2 è x3, à ñòîëáöû 4, 5,
6 � äîïîëíèòåëüíûì ïåðåìåííûì x4, x5, x6.

Òàáë. 3.2
0 1 2 3 4 5 6

∆ 1350 4 0 0 1 2 0
2 100 −1/4 1 0 1/2 −1/4 0
3 230 3/2 0 1 0 1/2 0
6 20 2 0 0 −2 1 1

Èç òàáë. 3.2 ñëåäóåò, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ ñóòî÷íàÿ ïðèáûëü f∗ = 1350,

93



îïòèìàëüíûé ïëàí èñõîäíîé çàäà÷è x∗ = (0, 100, 230), à îïòèìàëüíûé
ïëàí äâîéñòâåííîé çàäà÷è y∗ = (1, 2, 0) (íàïîìíèì, ÷òî êîìïîíåíòû
y∗1, y

∗
2, y

∗
3 îïòèìàëüíîãî ïëàíà äâîéñòâåííîé çàäà÷è ðàâíû îöåíêàì ∆4, ∆5,

∆6 äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ). Òàê êàê y∗3 = 0, òî òðåòèé ðåñóðñ
(ôîíä ðàáî÷åãî âðåìåíè íà òðåòüåé îïåðàöèè) íå äåôèöèòåí. Â ñàìîì
äåëå, òàê êàê òðåòüÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ x∗6 = 20, òî íåèñïîëü-
çîâàííûìè íà òðåòüåé îïåðàöèè (ïðè îïòèìàëüíîì ïëàíå ðàáîòû) îñòà-
þòñÿ 20 ìèí./ñóòêè. Óñëîâíàÿ ñòîèìîñòü ðåñóðñîâ 1 è 2 ðàâíà, ñîîòâåò-
ñòâåííî, 1 è 2 ðóá./ìèí. Ýòî çíà÷èò, ÷òî óâåëè÷åíèå (óìåíüøåíèå) ôîíäà
ðàáî÷åãî âðåìåíè íà îïåðàöèè 1 íà 1 ìèí./ñóòêè ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ
(óìåíüøåíèþ) ïðèáûëè íà 1 ðóá., à àíàëîãè÷íîå èçìåíåíèå ôîíäà ðàáî-
÷åãî âðåìåíè íà îïåðàöèè 2 � ê èçìåíåíèþ ïðèáûëè íà 2 ðóá. Âñå ýòî
ñïðàâåäëèâî, ðàçóìååòñÿ, òîëüêî â ïðåäåëàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ äèàïàçî-
íîâ óñòîé÷èâîñòè. Íàéäåì ýòè äèàïàçîíû.

1. Äëÿ b1 (èçìåíåíèÿ ïåðâîé êîìïîíåíòû âåêòîðà îãðàíè÷åíèé).
Òàê êàê n + k = 3 + 1 = 4 6∈ Iσ = {2, 3, 6}, òî çäåñü èìååò ìåñòî

ñëó÷àé ii.2:
max
j=1,2,3:

λj4>0

{
−λj0

λj4

}
≤ δ1 ≤ min

j=1,2,3:

λj4<0

{
−λj0

λj4

}
.

Ëåâàÿ ãðàíèöà ýòîãî äèàïàçîíà

max
j=1,2,3:

λj4>0

{
−λj0

λj4

}
= max

{
−λ10

λ14

}
= −100

1/2
= −200.

Ïðàâàÿ ãðàíèöà

min
j=1,2,3:

λj4<0

{
−λj0

λj4

}
= min

{
−λ30

λ34

}
= − 20

(−2)
= 10.

Òàêèì îáðàçîì,
−200 ≤ δ1 ≤ 10.

2. Äëÿ b2.
Çäåñü n + k = 3 + 2 = 5 6∈ Iσ è ìû ñíîâà èìååì ñëó÷àé ii.2:

max
j=1,2,3:

λj5>0

{
−λj0

λj5

}
≤ δ2 ≤ min

j=1,2,3:

λj5<0

{
−λj0

λj5

}
,
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ãäå

max
j=1,2,3:

λj5>0

{
−λj0

λj5

}
= max

{
−λ20

λ25
,−λ30

λ35

}
= max

{
−230

1/2
,−20

1

}
= −20,

min
j=1,2,3:

λj5<0

{
−λj0

λj5

}
= min

{
−λ10

λ15

}
= − 100

(−1/4)
= 400.

Òî åñòü,
−20 ≤ δ2 ≤ 400.

3. Äëÿ b3.
Çäåñü n + k = 3 + 3 = 6 ∈ Iσ è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî ñëó-

÷àé ii.1:
−u∗3 ≤ δ3 < +∞ ,

ãäå u∗3 = x∗6 = 20 (òðåòüÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ). Òàêèì îáðàçîì,

−20 ≤ δ3 < +∞ .

Òåïåðü îïðåäåëèì äèàïàçîíû óñòîé÷èâîñòè îïòèìàëüíîãî ïëàíà ê èç-
ìåíåíèþ êîìïîíåíò öåëåâîãî âåêòîðà.

1. Äëÿ c1 (èçìåíåíèÿ ïåðâîé êîìïîíåíòû öåëåâîãî âåêòîðà).
Òàê êàê 1 6∈ Iσ, òî çäåñü èìååò ìåñòî ñëó÷àé i.1: îïòèìàëüíûé ïëàí

óñòîé÷èâ, åñëè ïðèðàùåíèå δ1 êîýôôèöèåíòà c1 ëåæèò â ïðåäåëàõ

−∞ < δ1 ≤ ∆1 = 4.

2. Äëÿ 2.
Òàê êàê 2 ∈ Iσ, òî çäåñü èìååò ìåñòî ñëó÷àé i.2. Ïîñêîëüêó 2 = i1

(ïåðâûé áàçèñíûé èíäåêñ), òî â (3.7) j = 1 è

max
i 6∈Iσ :

λ1i>0

{
−∆i

λ1i

}
≤ δ2 ≤ min

i 6∈Iσ :

λ1i<0

{
−∆i

λ1i

}
.

Çäåñü
max
i 6∈Iσ :

λ1i>0

{
−∆i

λ1i

}
= max

{
−∆4

λ14

}
= − 1

1/2
= −2,
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min
i 6∈Iσ :

λ1i<0

{
−∆i

λ1i

}
= min

{
−∆1

λ11
,−∆5

λ15

}
= min

{
− 4

(−1/4)
,− 2

(−1/4)

}
= 8.

Òàêèì îáðàçîì,
−2 ≤ δ2 ≤ 8.

3. Äëÿ c3.
Òàê êàê 3 ∈ Iσ, òî ìû ñíîâà èìååì ñëó÷àé i.2. Ïîñêîëüêó 3 = i2, òî â

(3.7) j = 2, ïðè÷åì, òàê êàê λ2i ≥ 0 äëÿ âñåõ i 6∈ Iσ, òî ïðàâàÿ ãðàíèöà
ýòîãî äèàïàçîíà ðàâíà +∞:

max
i 6∈Iσ :

λ2i>0

{
−∆i

λ2i

}
≤ δ3 < +∞.

Çäåñü
max
i 6∈Iσ :

λ2i>0

{
−∆i

λ2i

}
= max

{
− 4

3/2
,− 2

1/2

}
= −8

3
.

Òàêèì îáðàçîì,
−8

3
≤ δ3 < +∞.

Ðåçóëüòàò, íà ïåðâûé âçãëÿä, ñòðàííûé � ñêîëüêî íå óâåëè÷èâàé ïðèáûëü
çà åäèíèöó òðåòüåãî èçäåëèÿ, îïòèìàëüíûé ïëàí íå ìåíÿåòñÿ è ñîäåðæèò
ñòî åäèíèö ìåíåå âûãîäíîãî âòîðîãî èçäåëèÿ. Äëÿ îáúÿñíåíèÿ ýòîé ñè-
òóàöèè ðàññìîòðèì óñëîâèÿ çàäà÷è:

[Ax∗]1 = 0 + 200 + 230 = 430,
[Ax∗]2 = 0 + 460 = 460,
[Ax∗]3 = 0 + 400 < 420.

Òåïåðü ÿñíî, ÷òî
”
óçêîå ìåñòî“ çàäà÷è � âòîðîå îãðàíè÷åíèå: âåñü çàïàñ

âòîðîãî ðåñóðñà ðàñõîäóåòñÿ íà ïðîèçâîäñòâî òîëüêî èçäåëèÿ 3; èçäå-
ëèå 2 ïðîèçâîäèòñÿ íà íåèçðàñõîäîâàííûå îñòàòêè 1�ãî è 3�ãî ðåñóðñîâ.

Íàêîíåö, íàéäåì äèàïàçîíû óñòîé÷èâîñòè îïòèìàëüíîãî ïëàíà ê èç-
ìåíåíèÿì íåáàçèñíûõ òåõíîëîãèé. Â íàøåì ïðèìåðå íåáàçèñíûì ÿâëÿ-
åòñÿ ñòîëáåö a1 = (1, 3, 1). Äèàïàçîíû óñòîé÷èâîñòè ê èçìåíåíèÿì åãî
êîìïîíåíò a11 = 1, a21 = 3 è a31 = 1 òàêîâû:

−4 = −∆1/y
∗
1 ≤ δ11 < +∞,

−2 = −∆1/y
∗
2 ≤ δ21 < +∞,
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−∞ < δ31 < +∞ (y∗3 = 0).

Òàêèì îáðàçîì, îïòèìàëüíûé ïëàí
”
àáñîëþòíî óñòîé÷èâ“ ê èçìåíåíèÿì

òåõíîëîãèé a11 è a31 (âðåìåíè âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé 1 è 3 ïðè èçãîòîâ-
ëåíèè 1�ãî èçäåëèÿ) è ìîæåò áûòü èçìåíåí (óëó÷øåí), åñëè ñîêðàòèòü
âðåìÿ âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè 2 ïðè èçãîòîâëåíèè 1�ãî èçäåëèÿ áîëåå, ÷åì
íà äâå ìèíóòû (åñëè ýòî âîçìîæíî).

Óïðàæíåíèÿ

3.1. Ôèðìà ñïåöèàëèçèðóåòñÿ íà ïðîèçâîäñòâå áóôåòîâ. Îíà ìîæåò
ïðîèçâîäèòü òðè òèïà áóôåòîâ � A, B è C, ÷òî òðåáóåò ðàçëè÷íûõ çàòðàò
òðóäà íà êàæäîé ñòàäèè ïðîèçâîäñòâà (ñì. òàáë. 3.3). Â òå÷åíèå íåäåëè
ìîæíî ïëàíèðîâàòü ðàáîòó íà ëåñîïèëêå íà 360 ÷åë.�÷., â ñáîðî÷íîì öåõå
íà 520 ÷åë.�÷., â îòäåëî÷íîì öåõå � íà 220 ÷åë.�÷. Ïðèáûëü îò ïðîäàæè
êàæäîãî áóôåòà òèïîâ A, B è C ñîñòàâëÿåò, ñîîòâåòñòâåííî, 360, 440 è
600 ðóáëåé.

Òàáë. 3.3
Ïðîèçâîäñòâåííûé Çàòðàòû òðóäà íà îäíî èçäåëèå (÷åë.�÷.)

ó÷àñòîê Áóôåò òèïà A Áóôåò òèïà B Áóôåò òèïà C
Ëåñîïèëêà 1 2 4

Ñáîðî÷íûé öåõ 2 4 2
Îòäåëî÷íûé öåõ 1 1 2

Ñîñòàâèòü îïòèìàëüíûé ïëàí ïðîèçâîäñòâà. Îïðåäåëèòü òåíåâûå öå-
íû ðåñóðñîâ. Íàéòè äèàïàçîíû óñòîé÷èâîñòè îïòèìàëüíîãî ïëàíà ê èç-
ìåíåíèþ êîìïîíåíò öåëåâîãî âåêòîðà è áàçèñà îïòèìàëüíîãî ïëàíà ê
èçìåíåíèþ êîìïîíåíò âåêòîðà îãðàíè÷åíèé.

3.2. Íà çâåðîôåðìå ìîãóò âûðàùèâàòüñÿ ïåñöû, ÷åðíî�áóðûå ëèñû,
íóòðèè è íîðêè. Äëÿ èõ ïèòàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ òðè âèäà êîðìîâ.
Â òàáë. 3.4 ïðèâåäåíû íîðìû ðàñõîäà êîðìîâ, èõ ðåñóðñ â ðàñ÷åòå íà
äåíü, à òàêæå ïðèáûëü îò ðåàëèçàöèè îäíîé øêóðêè êàæäîãî çâåðÿ.
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Òàáë. 3.4
Âèä Íîðìû ðàñõîäà êîðìîâ (êã/äåíü) Ðåñóðñ
êîðìà Ïåñåö Ëèñà Íóòðèÿ Íîðêà êîðìîâ (êã)

I 1 2 1 2 300
II 1 4 2 0 400
III 1 1 3 2 600

Ïðèáûëü 60 120 80 100
(ðóá/øêóðêà)

Îïðåäåëèòü, ñêîëüêî è êàêèõ çâåðüêîâ ñëåäóåò âûðàùèâàòü íà ôåðìå,
÷òîáû ïðèáûëü îò ðåàëèçàöèè øêóðîê áûëà íàèáîëüøåé. Íàéòè òåíåâûå
öåíû ðåñóðñîâ. Âû÷èñëèòü äèàïàçîíû óñòîé÷èâîñòè îïòèìàëüíîãî ïëàíà
è åãî áàçèñà ê èçìåíåíèÿì êîìïîíåíò öåëåâîãî âåêòîðà è âåêòîðà îãðà-
íè÷åíèé, ñîîòâåòñòâåííî.
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Ãëàâà 4
Ñïåöèàëüíûå çàäà÷è ëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ

�1. Òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à

1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Òðàíñïîðòíîé çàäà÷åé ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (êëàññè÷åñêîé
òðàíñïîðòíîé çàäà÷åé) íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ËÏ (ñì. ñòð.16):

n∑
i=1

m∑
j=1

cijxij → min ; (1.1)

m∑
j=1

xij = pi , i = 1, . . . , n , (1.2)

n∑

i=1

xij = qj , j = 1, . . . , m , (1.3)

xij ≥ 0 , i = 1, . . . , n , j = 1, . . . , m . (1.4)

Íàïîìíèì,÷òî çäåñü
n − êîëè÷åñòâî ïóíêòîâ P1, . . . , Pn ïðîèçâîäñòâà íåêîòîðîãî

îäíîðîäíîãî ïðîäóêòà,
m − êîëè÷åñòâî ïóíêòîâ Q1, . . . , Qn ïîòðåáëåíèÿ äàííîãî

ïðîäóêòà,
pi > 0 − êîëè÷åñòâî åäèíèö ïðîäóêòà, ïðîèçâîäèìîãî â ïóíêòå Pi,

qj > 0 − êîëè÷åñòâî åäèíèö ïðîäóêòà, ïîòðåáëÿåìîãî â ïóíêòå Qj,
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cij ≥ 0 − ñòîèìîñòü ïåðåâîçêè åäèíèöû ïðîäóêòà èç Pi â Qj,

xij − êîëè÷åñòâî åäèíèö ïðîäóêòà, ïåðåâîçèìîãî èç Pi â Qj

(ïëàí ïåðåâîçîê).

Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåòñÿ ñîñòàâèòü òàêîé ïëàí ïåðåâîçîê, ïðè êîòî-
ðîì âåñü ïðîèçâîäèìûé ïðîäóêò áûë áû âûâåçåí èç ïóíêòîâ ïðîèçâîä-
ñòâà, ïîòðåáíîñòè âñåõ ïóíêòîâ ïîòðåáëåíèÿ áûëè áû óäîâëåòâîðåíû è
ïðè ýòîì ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü âñåõ ïåðåâîçîê áûëà áû ìèíèìàëüíà.

Ò å î ð å ì à 1.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàäà÷à (1.1)�(1.4) èìåëà ðåøåíèå,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

n∑
i=1

pi =
m∑

j=1

qj . (1.5)

Òî åñòü, òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ïðîèçâîäñòâî ðàâíî ïîòðåáëåíèþ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Äëÿ ëþáîãî
äîïóñòèìîãî ïëàíà, â òîì ÷èñëå è äëÿ îïòèìàëüíîãî, èç (1.2) è (1.3)
ñëåäóåò, ñîîòâåòñòâåííî,

n∑
i=1

m∑
j=1

xij =
n∑

i=1

pi , (1.6)

m∑
j=1

n∑
i=1

xij =
m∑

j=1

qj , (1.7)

Èç (1.6) è (1.7) âûòåêàåò (1.5).
Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1.5). Ïîëîæèì

S =
n∑

i=1

pi =
m∑

j=1

qj ,

xij =
piqj

S
, i = 1, . . . , n, , j = 1, . . . ,m . (1.8)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïëàí (1.8) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì â çàäà÷å (1.1)�
(1.4). Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî ïëàíà

n∑
i=1

m∑
j=1

cijxij ≥ 0 .
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Òî åñòü, öåëåâàÿ ôóíêöèÿ â çàäà÷å (1.1)�(1.4) îãðàíè÷åíà ñíèçó è, ñëå-
äîâàòåëüíî, çàäà÷à èìååò ðåøåíèå.

1.2. Êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà çàïèñè

Ââåäåì âåêòîðû c, x ∈ Rn·m, b ∈ Rn+m è ìàòðèöó A ∈ Mn+m,nm

ñëåäóþùèì îáðàçîì:
c = (c11, . . . , c1m,

c21, . . . , c2m,
. . . . . . . . .

cn1, . . . , cnm),

x = (x11, . . . , x1m,

x21, . . . , x2m,
. . . . . . . . .

xn1, . . . , xnm),

b = (p1, . . . , pn, q1, . . . , qm),

1 1 . . . 1 0 0 . . . 0 . . . . . 0 0 . . . 0
0 0 . . . 0 1 1 . . . 1 . . . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 . . . . . 1 1 . . . 1
1 0 . . . 0 1 0 . . . 0 . . . . . 1 0 . . . 0
0 1 . . . 0 0 1 . . . 0 . . . . . 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 0 0 . . . 1 . . . . . 0 0 . . . 1

A =

n

m

m m m
Ñ ïîìîùüþ ýòèõ îáîçíà÷åíèé çàäà÷ó (1.1)�(1.4) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

ïðèâû÷íîé êàíîíè÷åñêîé ôîðìå:

〈c, x〉 → min; Ax = b, x ≥ 0 . (1.9)

Óñëîâèå Ax = b ìîæíî òàêæå çàïèñûâàòü â ñëåäóþùåì âèäå:
n∑

i=1

m∑
j=1

xija
ij = b ,
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ãäå ÷åðåç aij îáîçíà÷åíû ñòîëáöû ìàòðèöû A, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåí-
íûì xij. Î÷åâèäíî, ÷òî íåíóëåâûå êîìïîíåíòû âåêòîðà aij âû÷èñëÿþòñÿ
ïî ïðàâèëó:

aij
i = aij

n+j = 1 .

Ë å ì ì à 1.1. Ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí n + m− 1.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîñòàâèì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ñòðîê

ìàòðèöû A ñëåäóþùèì îáðàçîì: èç ñóììû ïåðâûõ n ñòðîê âû÷òåì ñóì-
ìó ïîñëåäóþùèõ m ñòðîê. Î÷åâèäíî, ïîëó÷åííàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
ðàâíà íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, rank A < n + m. Â òî æå âðåìÿ íåòðóäíî
óáåäèòüñÿ, ÷òî ëþáûå n+m− 1 ñòðîêà ìàòðèöû A ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Íàïðèìåð, ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ïåðâûõ n + m− 1 ñòðîêè ñ êîýôôèöè-
åíòàìè αk, k = 1, . . . , n + m− 1, èìååò âèä:

(α1 + αn+1, α1 + αn+2, . . . , α1 + αn+m−1, α1,
α2 + αn+1, α2 + αn+2, . . . , α2 + αn+m−1, α2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn + αn+1, αn + αn+2, . . . , αn + αn+m−1, αn) .

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò âåêòîð ðàâåí íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà αk = 0
äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n + m− 1.

Ïîñêîëüêó ëþáûå n + m− 1 ñòðîêà ìàòðèöû A ëèíåéíî íåçàâèñèìû,
òî ëþáîå èç óñëîâèé (1.2) è (1.3) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàëü-
íûõ n + m − 1 óñëîâèé. Òàêèì îáðàçîì, îäíî èç îãðàíè÷åíèé çàäà÷è �

”
ëèøíåå“ è åãî ìîæíî óáðàòü áåç óùåðáà äëÿ ìíîæåñòâà ïëàíîâ. Îä-
íàêî, èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè ìû ñîõðàíèì âñå óñëîâèÿ çàäà÷è áåç
èçìåíåíèé.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ê ëåììå 1.1 îòìåòèì, ÷òî óãëîâûå òî÷êè çàäà÷è
(1.9) (çàäà÷è (1.1)�(1.4)) èìåþò íå áîëåå, ÷åì n+m−1 îòëè÷íóþ îò íóëÿ
êîìïîíåíòó. Áàçèñ óãëîâîé òî÷êè ñîñòîèò èç n+m− 1 ñòîëáöà ìàòðèöû
A.

Â ëèíåéíîì ïðîãðàììèðîâàíèè óãëîâûå òî÷êè ÷àñòî íàçûâàþò îïîð-
íûìè ïëàíàìè. Èìåííî ýòî îïðåäåëåíèå ìû è áóäåì â äàëüíåéøåì èñ-
ïîëüçîâàòü äëÿ óãëîâûõ òî÷åê òðàíñïîðòíîé çàäà÷è. Êðîìå òîãî, äëÿ
òðàíñïîðòíîé çàäà÷è ïðèíÿòî ñâîå îïðåäåëåíèå íåâûðîæäåííîãî îïîð-
íîãî ïëàíà. À èìåííî, îïîðíûé ïëàí òðàíñïîðòíîé çàäà÷è íàçûâàåòñÿ
íåâûðîæäåííûì, åñëè îí èìååò ðîâíî n+m−1 îòëè÷íóþ îò íóëÿ êîìïî-
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íåíòó. Åñëè ÷èñëî îòëè÷íûõ îò íóëÿ êîìïîíåíò îïîðíîãî ïëàíà ìåíüøå,
÷åì n + m− 1, òî îïîðíûé ïëàí � âûðîæäåííûé. (Â ñâÿçè ñ ýòèì çàìå-
òèì, ÷òî òàê êàê ðàíã ìàòðèöû A ìåíüøå, ÷åì n + m, òî â ñîîòâåòñòâèè
ñ îïðåäåëåíèåì, êîòîðûì ìû ïîëüçîâàëèñü ðàíåå, ëþáàÿ óãëîâàÿ òî÷êà
òðàíñïîðòíîé çàäà÷è áûëà áû âûðîæäåííîé).

1.3. Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à

Çàäà÷åé, äâîéñòâåííîé ê çàäà÷å (1.9), ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à
ËÏ:

〈b, y〉 → max; ATy ≤ c . (1.10)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

u = (u1, . . . , un) = (−y1, . . . ,−yn) ,

v = (v1, . . . , vm) = (yn+1, . . . , yn+m) .

Òîãäà, ñ ó÷åòîì ñòðóêòóðû ìàòðèöû A, çàäà÷ó (1.10) ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

m∑

j=1

qjvj −
n∑

i=1

piui → max ; (1.11)

vj − ui ≤ cij, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m. (1.12)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷åé, äâîéñòâåííîé ê çàäà÷å (1.1)�(1.4), ÿâëÿåòñÿ çà-
äà÷à (1.11)�(1.12). Ïåðåìåííûå ui è vj ýòîé çàäà÷è íàçûâàþòñÿ ïîòåí-
öèàëàìè, ñîîòâåòñòâåííî, ïóíêòîâ ïðîèçâîäñòâà è ïîòðåáëåíèÿ. Ïîÿñíèì
ñìûñë ýòîãî òåðìèíà.

Ïóñòü x∗ � ðåøåíèå çàäà÷è (1.9), (u∗, v∗) � ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çà-
äà÷è (1.11)�(1.12). Ïî òåîðåìå 3.1.3

v∗j − u∗i = cij äëÿ âñåõ (i, j) : x∗ij > 0 .

Ïî ôîðìå ýòî íàïîìèíàåò èçâåñòíîå ñâîéñòâî ñèëîâîãî ïîëÿ: ðàáîòà,
íåîáõîäèìàÿ äëÿ ïåðåíîñà ïðîáíîãî òåëà (çàðÿäà, èëè ìàññû, ðàâíîé
åäèíèöå, è ò.ä.) èç îäíîé òî÷êè ïîëÿ â äðóãóþ ÷èñëåííî ðàâíà ðàçíî-
ñòè ïîòåíöèàëîâ ýòèõ òî÷åê.
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1.4. Êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè îïîðíîãî ïëàíà

Ïóñòü x � îïîðíûé ïëàí òðàíñïîðòíîé çàäà÷è. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:
σ − áàçèñ îïîðíîãî ïëàíà,
Iσ − ìíîæåñòâî áàçèñíûõ èíäåêñîâ,
Bσ − áàçèñíàÿ ìàòðèöà,
xσ − âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç áàçèñíûõ êîìïîíåíò îïîðíîãî

ïëàíà,
cσ − âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç áàçèñíûõ êîìïîíåíò öåëåâîãî

âåêòîðà.
Òàêèì îáðàçîì,

σ = {aij : (i, j) ∈ Iσ} ,

Bσ = [ aij ](i,j)∈Iσ
,

xσ = [ xij ](i,j)∈Iσ
,

cσ = [ cij ](i,j)∈Iσ
.

Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöà Bσ èìååò ðàçìåðíîñòü (n + m)× (n + m− 1).
Íåòðóäíî òàêæå óáåäèòüñÿ, ÷òî

Bσx
σ = b , (1.13)

〈c, x〉 = 〈cσ, xσ〉 . (1.14)

Ò å î ð å ì à 1.2. Ïóñòü y = y(σ) � ðåøåíèå ñèñòåìû

BT
σ y = cσ , (1.15)

âåêòîð
∆ = ∆(σ) = ATy − c . (1.16)

Òîãäà, åñëè
∆ ≤ 0 , (1.17)

òî x � ðåøåíèå òðàíñïîðòíîé çàäà÷è.
Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ñóùåñòâóåò áàçèñ îïîðíîãî ïëàíà x, â êîòîðîì

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1.17), òî îïîðíûé ïëàí x � îïòèìàëüíûé.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äîïóñòèìîãî ïëàíà x, ñ
ó÷åòîì (1.13), (1.15) è (1.16)

〈c, x〉 = 〈ATy −∆, x〉 = 〈y, Ax〉 − 〈∆, x〉 = 〈y, b〉 − 〈∆, x〉 =

= 〈y, Bσx
σ〉 − 〈∆, x〉 = 〈BT

σ y, xσ〉 − 〈∆, x〉 =

= 〈cσ, xσ〉 − 〈∆, x〉 .

Îòñþäà, â ñèëó (1.14),

〈c, x〉 = 〈c, x〉 − 〈∆, x〉 . (1.18)

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1.17), òî èç (1.18) ñëåäóåò, ÷òî

〈c, x〉 ≤ 〈c, x〉 .

Êîìïîíåíòû âåêòîðà ∆ èìåþò âèä:

∆ij = 〈aij, y〉 − cij = yi + yn+j − cij . (1.19)

Ââîäÿ, êàê è âûøå, îáîçíà÷åíèÿ

u = (u1, . . . , un) = (−y1, . . . ,−yn) ,

v = (v1, . . . , vm) = (yn+1, . . . , yn+m) ,

ôîðìóëó (1.19) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∆ij = vj − ui − cij . (1.20)

Ïóñòü ∆σ = [ ∆ij ](i,j)∈Iσ
. Òîãäà, î÷åâèäíî,

∆σ = BT
σ y − cσ = 0 . (1.21)

Òî åñòü, áàçèñíûå êîìïîíåíòû âåêòîðà îöåíîê ðàâíû íóëþ. Êðèòåðèé
îïòèìàëüíîñòè (1.17), ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå:

∆ij = 0 ∀(i, j) ∈ Iσ ,

∆ij ≤ 0 ∀(i, j) 6∈ Iσ ,

èëè, ñ ó÷åòîì (1.20),

vj − ui = cij , (i, j) ∈ Iσ , (1.22)
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vj − ui ≤ cij , (i, j) 6∈ Iσ . (1.23)

Óñëîâèå (1.22) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé, î÷åâèäíî, ïåðåïèñàííóþ â äðóãèõ
îáîçíà÷åíèÿõ ñèñòåìó (1.15) è ñëóæèò, òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ
ïîòåíöèàëîâ ui è vj. Ýòà ñèñòåìà ñîäåðæèò, ïî îïðåäåëåíèþ, ïîòåíöèàëû
âñåõ ïóíêòîâ ïðîèçâîäñòâà è ïîòðåáëåíèÿ è ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé n+m−1
óðàâíåíèÿ ñ n+m íåèçâåñòíûìè. Âûáèðàÿ ëþáóþ èç íåèçâåñòíûõ â êà÷å-
ñòâå ñâîáîäíîé è ïðèäàâàÿ åé ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå (îáû÷íî ïîëàãàþò
u1 = 0), íåòðóäíî íàéòè çàòåì çíà÷åíèÿ îñòàëüíûõ n+m−1 íåèçâåñòíûõ.
Ýòè çíà÷åíèÿ çàâèñÿò, êîíå÷íî, îò çíà÷åíèÿ ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé, íî,
êàê ëåãêî çàìåòèòü, ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé ðàçíîñòü
ïîòåíöèàëîâ vj − ui îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Çäåñü îïÿòü ïðîñëåæèâà-
åòñÿ ÷åòêàÿ àíàëîãèÿ ñ ôèçèêîé � ôèçè÷åñêèé ñìûñë âî âñåõ ôèçè÷åñêèõ
çàäà÷àõ èìååò ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè, à íå çíà÷å-
íèÿ ïîòåíöèàëîâ â ýòèõ òî÷êàõ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåðêà êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè îïîðíîãî ïëàíà
ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ïîòåíöèàëîâ ui è vj èç ñèñòåìû (1.22) è ïðîâåðêå
äëÿ íèõ óñëîâèé (1.23).

1.5. Ìåòîä ïîòåíöèàëîâ (ñèìïëåêñ � ìåòîä)

Ïóñòü x � îïîðíûé ïëàí òðàíñïîðòíîé çàäà÷è, äëÿ êîòîðîãî íå âû-
ïîëíÿåòñÿ êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè. Òîãäà íàéäåòñÿ ïàðà (i0, j0) 6∈
6∈ Iσ òàêàÿ, ÷òî ∆i0j0 > 0 (åñëè òàêèõ ïàð íåñêîëüêî, òî, â ñîîòâåòñòâèè
ñ ïðàâèëàìè ñèìïëåêñ � ìåòîäà, ïðåäïî÷òèòåëüíåå âûáèðàòü òó èç íèõ,
äëÿ êîòîðîé îöåíêà ∆ij ìàêñèìàëüíà). Ïîëîæèì

xi0j0 = θ , (1.24)

xij = 0 äëÿ âñåõ (i, j) 6∈ Iσ , (i, j) 6= (i0, j0) . (1.25)

Îñòàëüíûå êîìïîíåíòû íîâîãî ïëàíà x íàéäåì èç óñëîâèé Ax = b:

Ax =
∑

(i,j)∈Iσ

xija
ij + θai0j0 = Bσx

σ + θai0j0 = b ,

ãäå xσ = [ xij ](i,j)∈Iσ
. Îòñþäà, òàê êàê b = Bσx

σ ,

Bσx
σ = Bσx

σ − θai0j0 .
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Äàëåå, ïîñêîëüêó ëþáîé ñòîëáåö ìàòðèöû A ïðåäñòàâèì â âèäå ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè áàçèñíûõ âåêòîðîâ, òî

ai0j0 =
∑

(i,j)∈Iσ

λ0
ija

ij = Bσλ
0 , (1.26)

ãäå λ0 = [ λ0
ij ](i,j)∈Iσ

. Òàêèì îáðàçîì,

Bσx
σ = Bσx

σ − θBσλ
0 .

Îòñþäà
Bσ[x

σ − (xσ − θλ0)] = 0 . (1.27)

Ðàíã ìàòðèöû Bσ ðàâåí n + m − 1 � ÷èñëó íåèçâåñòíûõ ñèñòåìû (1.27)
è, ñëåäîâàòåëüíî, íóëåâîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ åå åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì:

xσ = xσ − θλ0 . (1.28)

Îñòàåòñÿ âû÷èñëèòü êîìïîíåíòû âåêòîðà λ0. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ñëåäóþ-
ùåå

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòîëáöîâ ìàòðèöû A

âèäà
{ai0j0, ai0j1, ai1j1, ai1j2, . . . , aik−1jk, aikjk, aikj0}

íàçûâàåòñÿ öèêëîì.
Ë å ì ì à 1.2. Ïðîèçâîëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü ñòîëáöîâ ìàòðèöû A ëèíåé-

íî çàâèñèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èç íåå ìîæíî âûäåëèòü öèêë.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ñîñòàâèì ëèíåéíóþ

êîìáèíàöèþ ñòîëáöîâ, îáðàçóþùèõ öèêë:

ai0j0 − ai0j1 + ai1j1 − . . .− aik−1jk + aikjk − aikj0 . (1.29)

Òàê êàê aij
i = aij

n+j = 1, à îñòàëüíûå êîìïîíåíòû âåêòîðà aij ðàâíû íóëþ,
òî íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ (1.29) ðàâíà íóëþ.

Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Ïóñòü íåêîòîðàÿ ñîâîêóïíîñòü ñòîëáöîâ
ìàòðèöû A � ëèíåéíî çàâèñèìàÿ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò íåòðè-
âèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ ñòîëáöîâ, îáðàùàþùàÿñÿ â íóëü.
Âûáåðåì èç ðàññìàòðèâàåìîé ñîâîêóïíîñòè ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ai0j0

òàêîé, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé åìó êîýôôèöèåíò ëèíåéíîé êîìáèíàöèè íå
ðàâåí íóëþ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû â ëèíåéíîé êîìáèíàöèè îáðàòèëàñü â íîëü
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i0 � ÿ êîìïîíåíòà, â ðàññìàòðèâàåìîé ñîâîêóïíîñòè äîëæåí íàéòèñü âåê-
òîð ai0j1 ñ íåíóëåâûì êîýôôèöèåíòîì. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, âëå÷åò ñó-
ùåñòâîâàíèå âåêòðà ai1j1 ñ íåíóëåâûì êîýôôèöèåíòîì. È ò.ä. Äëÿ òîãî,
÷òîáû îáðàòèëàñü â íîëü n + j0 � ÿ êîìïîíåíòà ëèíåéíîé êîìáèíàöèè, â
íåé äîëæåí íàéòèñü âåêòîð aikj0 ñ íåíóëåâûì êîýôôèöèåíòîì. Âåêòîðû
ai0j0, ai0j1, ai1j1, . . . , aikj0, î÷åâèäíî, îáðàçóþò öèêë.

Ïåðåéäåì ê âû÷èñëåíèþ êîìïîíåíò âåêòîðà λ0. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì,
÷òî òàê êàê âåêòîðû ai0j0 è aij, (i, j) ∈ Iσ, ëèíåéíî çàâèñèìû, òî èç íèõ
ìîæíî âûäåëèòü öèêë, ñîäåðæàùèé âåêòîð ai0j0:

{ai0j0, ai0j1, ai1j1, ai1j2, . . . , aik−1jk, aikjk, aikj0} . (1.30)

Î÷åâèäíî, ÷òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ öèêëà

ai0j0 − ai0j1 + ai1j1 − . . .− aik−1jk + aikjk − aikj0 = 0 ,

èëè ∑

(i,j)∈I+

aij −
∑

(i,j)∈I−

aij = 0 , (1.31)

ãäå
I+ = {(i0, j0), (i1, j1), . . . , (ik, jk)} ,

I− = {(i0, j1), (i1, j2), . . . , (ik, j0)} .

Èç (1.31) èìååì

ai0j0 = −
∑

(i,j)∈I+
(i,j)6=(i0,j0)

aij +
∑

(i,j)∈I−

aij . (1.32)

Ðàâåíñòâî (1.32) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçëîæåíèå âåêòîðà ai0j0 ïî âåê-
òîðàì áàçèñà. Òàê êàê ýòî ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî, òî, ñëåäîâàòåëüíî,
öèêë (1.30) � åäèíñòâåííûé. Ñðàâíèâàÿ (1.32) è (1.26), ïîëó÷èì, ÷òî

λ0
ij = −1 , (i, j) ∈ I+ , (i, j) 6= (i0, j0) , (1.33)

λ0
ij = +1 , (i, j) ∈ I− , (1.34)

λ0
ij = 0 , (i, j) ∈ Iσ \ I+ \ I− . (1.35)

Îòñþäà è èç (1.24), (1.28) ñëåäóåò, ÷òî

xij = xij + θ , (i, j) ∈ I+ , (1.36)
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xij = xij − θ , (i, j) ∈ I− , (1.37)

xij = xij , (i, j) ∈ Iσ \ I+ \ I− . (1.38)

Îñòàåòñÿ âûáðàòü ïàðàìåòð θ òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå x ≥ 0.
Î÷åâèäíî, ýòî óñëîâèå áóäåò âûïîëíåíî, åñëè

θ = min
(i,j)∈I−

xij . (1.39)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìû, â ñóùíîñòè, ïîâòîðèëè â òåðìèíàõ òðàíñ-
ïîðòíîé çàäà÷è âñå òå ðàññóæäåíèÿ, êîòîðûìè ðàíüøå ïîëüçîâàëèñü ïðè
ïîñòðîåíèè ñèìïëåêñ � ìåòîäà. Òî÷íåå ãîâîðÿ, ìû çàíîâî ïîñòðîèëè ñèì-
ïëåêñ � ìåòîä ïðèìåíèòåëüíî ê òðàíñïîðòíîé çàäà÷å. Çäåñü îí íîñèò
íàçâàíèå ìåòîäà ïîòåíöèàëîâ. Ïîñêîëüêó ìåòîä ïîòåíöèàëîâ ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ðåàëèçàöèþ ñèìïëåêñ � ìåòîäà äëÿ òðàíñïîðòíîé çàäà÷è, òî,
î÷åâèäíî, íîâûé ïëàí x, ïîñòðîåííûé ïî ôîðìóëàì (1.25), (1.36) � (1.39),
ÿâëÿåòñÿ îïîðíûì. (Ôîðìàëüíî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îïîðíîñòè ïëàíà x
äîñòàòî÷íî ïîâòîðèòü â òåðìèíàõ òðàíñïîðòíîé çàäà÷è äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 2.2.1). Â ñèëó (1.18), (1.21), (1.24) è (1.25) çíà÷åíèå öåëåâîé
ôóíêöèè

〈c, x〉 = 〈c, x〉 − θ∆i0j0 .

Áàçèñ íîâîãî îïîðíîãî ïëàíà Iτ = Iσ \ {(i∗, j∗)}
⋃{(i0, j0)} , ãäå

(i∗, j∗) = arg min
(i,j)∈I−

xij .

Ôîðìóëû (1.25), (1.36) � (1.39) èìåþò äîñòàòî÷íî ïðîñòóþ èíòåðïðåòà-
öèþ � ïîñêîëüêó â ïëàí ïåðåâîçîê âêëþ÷àåòñÿ íîâàÿ ïåðåâîçêà xi0j0 = θ,
òî äëÿ òîãî, ÷òîáû íå íàðóøàòü îãðàíè÷åíèé çàäà÷è, ñîñåäíÿÿ â öèêëå
ïåðåâîçêà xi0j1 óìåíüøàåòñÿ íà θ åäèíèö, íî òîãäà íà θ åäèíèö ñëåäóåò
óâåëè÷èòü ïåðåâîçêó xi1j1, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, âëå÷åò óìåíüøåíèå íà θ
åäèíèö ïåðåâîçêè xi1j2 è ò.ä. Ïåðåâîçêè, íå âîøåäøèå â öèêë, îñòàþòñÿ
áåç èçìåíåíèé.

1.6. Òðàíñïîðòíûå òàáëèöû

Ïðè îðãàíèçàöèè âû÷èñëåíèé ïî ìåòîäó ïîòåíöèàëîâ ïëàíû òðàíñ-
ïîðòíîé çàäà÷è óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå ìàòðèöû X = [ xij ]n,m

i,j=1 .
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Ïðè ðó÷íîì ñ÷åòå ýòà ìàòðèöà çàíîñèòñÿ â òàáëèöó, êîòîðóþ ìû áóäåì
íàçûâàòü òðàíñïîðòíîé òàáëèöåé (ñì. òàáë. 1.1).

c11 c12 c1m

c21 c22 c2m

cn1 cn2 cnm

x11

x21 x22

xnm

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

.

.

.

.

.

. . . . . . . .

. . . . . . . .

. . . . . . . .

. . . . . . . .

. . . . . . . .

Òàáë. 1.1

Ñòðîêè òðàíñïîðòíîé òàáëèöû ñîîòâåòñòâóþò ïóíêòàì ïðîèçâîäñòâà,
ñòîëáöû � ïóíêòàì ïîòðåáëåíèÿ. Â ïðàâîì âåðõíåì óãëó êàæäîé êëåòêè
òàáëèöû çàïèñàíà ñòîèìîñòü ïåðåâîçêè åäèíèöû ïðîäóêòà èç ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ïóíêòà ïðîèçâîäñòâà â ñîîòâåòñòâóþùèé ïóíêò ïîòðåáëåíèÿ.
Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ÷àñòü êëåòîê â òàáë. 1.1 îñòàëàñü íå çàïîëíåí-
íîé � â íèõ íå ïðîñòàâëåíû ïëàíû ïåðåâîçîê xij. Òàêèå êëåòêè áóäåì
íàçûâàòü íåçàíÿòûìè, èëè ñâîáîäíûìè. Îíè ñîîòâåòñòâóþò íóëåâûì ïå-
ðåâîçêàì. Êîëü ñêîðî ìû áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è òîëüêî ñðåäè åå
îïîðíûõ ïëàíîâ, òî, ïî îïðåäåëåíèþ, òðàíñïîðòíàÿ òàáëèöà áóäåò ñîäåð-
æàòü òîëüêî n+m−1 çàíÿòóþ êëåòêó, åñëè îïîðíûé ïëàí íåâûðîæäåí-
íûé è, âîîáùå ãîâîðÿ, äîëæíà ñîäåðæàòü ìåíüøå, ÷åì n+m−1 çàíÿòóþ
êëåòêó, åñëè îïîðíûé ïëàí � âûðîæäåííûé. Îäíàêî, åñëè äëÿ âûðîæäåí-
íîãî îïîðíîãî ïëàíà áóäóò çàïîëíåíû òîëüêî êëåòêè, ñîîòâåòñòâóþùèå
íåíóëåâûì ïåðåâîçêàì xij, òî áóäåò íåâîçìîæíî ðàçëè÷àòü íóëåâûå áà-
çèñíûå è íåáàçèñíûå êîìïîíåíòû îïîðíîãî ïëàíà. Ïîýòîìó íóëåâûå áà-
çèñíûå êîìïîíåíòû âûðîæäåííîãî îïîðíîãî ïëàíà òàêæå çàïèñûâàþòñÿ
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â òàáëèöó â ÿâíîì âèäå è òàêàÿ êëåòêà ñ÷èòàåòñÿ çàíÿòîé (â îòëè÷èå îò
íåçàíÿòîé � íåáàçèñíîé êëåòêè).

Èòåðàöèÿ ìåòîäà ïîòåíöèàëîâ íà ÿçûêå òðàíñïîðòíûõ òàáëèö ñîñòî-
èò, î÷åâèäíî, â ïåðåñ÷åòå òðàíñïîðòíîé òàáëèöû ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî
îïîðíîãî ïëàíà ê äðóãîìó. Ðàññìîòðèì ïðàâèëà òàêîãî ïåðåñ÷åòà.

Ïóñòü X = [ xij ]n,m
i,j=1 � íåîïòèìàëüíûé îïîðíûé ïëàí, Iσ � ìíîæåñòâî

áàçèñíûõ èíäåêñîâ (êîîðäèíàò çàíÿòûõ êëåòîê). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìû
âû÷èñëèëè îöåíêè ∆ij äëÿ âñåõ (i, j) 6∈ Iσ (äëÿ âñåõ íåçàíÿòûõ êëå-
òîê). Òàê êàê X � íåîïòèìàëüíûé îïîðíûé ïëàí, òî íàéäåòñÿ êëåòêà
(i0, j0) 6∈ Iσ òàêàÿ, ÷òî ∆i0j0 > 0. Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êëåòîê
òðàíñïîðòíîé òàáëèöû

{(i0, j0), (i0, j1), (i1, j1), (i1, j2), . . . , (ik−1, jk), (ik, jk), (ik, j0)} , (1.40)

â êîòîðîé âñå êëåòêè, êðîìå ïåðâîé � çàíÿòûå, êàæäûå äâå ñîñåäíèå êëåò-
êè ëåæàò â îäíîé ñòðîêå èëè â îäíîì ñòîëáöå, íî íè â îäíîé ñòðîêå è íè
â îäíîì ñòîëáöå íåò òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ êëåòîê. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(1.40), î÷åâèäíî, ñîîòâåòñòâóåò öèêë

{ai0j0, ai0j1, ai1j1, ai1j2, . . . , aik−1jk, aikjk, aikj0} ,

ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1.40) ìû áóäåì òàêæå íàçûâàòü öèêëîì.
Åñëè êëåòêè öèêëà ñîåäèíèòü ïðÿìûìè ëèíèÿìè (çâåíüÿìè öèêëà), òî
ñîñåäíèå çâåíüÿ âñåãäà áóäóò ïåðïåíäèêóëÿðíû, à ñàì öèêë áóäåò ïðåä-
ñòàâëÿòü ñîáîé çàìêíóòóþ ëîìàíóþ ëèíèþ. Ïðèìåðû öèêëîâ ïðèâåäåíû
íà ðèñ. 1.1 � 1.3. Çâåíüÿ öèêëà ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ, êàê íà ðèñ. 1.3, íî
êëåòêè, ëåæàùèå íà ïåðåñå÷åíèè çâåíüåâ, â öèêë íå âõîäÿò. Çâåíüÿ öèêëà
ìîãóò òàêæå ïðîõîäèòü ÷åðåç äðóãèå çàíÿòûå êëåòêè, íå ïðèíàäëåæàùèå
öèêëó.

e e

ee

(i0, j0) (i0, j1)

(i1, j1)(i1, j0)

Ðèñ. 1.1
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e e

ee

ee

(i0, j1)

(i1, j1) (i1, j2)

(i2, j2) (i2, j0)

(i0, j0)

Ðèñ. 1.2

e e

e e

ee

(i0, j0) (i0, j1)

(i2, j0) (i2, j2)

(i1, j2)(i1, j1)

Ðèñ. 1.3
Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ öèêëà îñòàåòñÿ ëèøü âûäåëèòü êëåòêè, ñîîòâåòñòâó-

þùèå ìíîæåñòâàì I+ è I− è âû÷èñëèòü êîìïîíåíòû íîâîãî îïîðíîãî ïëà-
íà ïî ôîðìóëàì (1.36) � (1.39). Äëÿ ýòîãî, îáõîäÿ êëåòêè öèêëà, íà÷èíàÿ
ñ êëåòêè (i0, j0), ïîìåòèì èõ ïîî÷åðåäíî çíàêàìè

”
+“ è

”
�“ (íàïðàâëåíèå

îáõîäà çäåñü íå èãðàåò ðîëè). Â êëåòêàõ, ïîìå÷åííûõ çíàêîì
”
�“, âûáå-

ðåì ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå, θ, è ïåðåéäåì ê çàïîëíåíèþ íîâîé òàáëèöû:
÷èñëî θ âû÷òåì èç çíà÷åíèé, ñîäåðæàùèõñÿ â êëåòêàõ, ïîìå÷åííûõ çíà-
êîì

”
�“, è ïðèáàâèì ê çíà÷åíèÿì, ñîäåðæàùèìñÿ â êëåòêàõ, ïîìå÷åííûõ

çíàêîì
”
+�. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû çàíåñåì â ñîîòâåòñòâóþùèå êëåòêè

íîâîé òàáëèöû. Çàíÿòûå êëåòêè ñòàðîé òàáëèöû, íå âîøåäøèå â öèêë,
ïåðåíîñÿòñÿ â íîâóþ òàáëèöó áåç èçìåíåíèé. Â íîâîé òàáëèöå êëåòêà
(i∗, j∗), ñîäåðæàâøàÿ â ñòàðîé òàáëèöå ÷èñëî θ, ñòàíîâèòñÿ ñâîáîäíîé,
êëåòêà (i0, j0) � çàíÿòîé (äàæå åñëè θ = 0). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè ìè-
íèìàëüíîå çíà÷åíèå θ ñîäåðæèòñÿ áîëåå, ÷åì â îäíîé êëåòêå, òî, â ñèëó
ñêàçàííîãî âûøå î áàçèñå âûðîæäåííîãî îïîðíîãî ïëàíà, ñâîáîäíîé ñòà-
íîâèòñÿ òîëüêî îäíà èç íèõ, îñòàëüíûå áóäóò çàíÿòû çíà÷åíèåì 0 (ðå÷ü
èäåò, ðàçóìååòñÿ, î êëåòêàõ, ïîìå÷åííûõ çíàêîì

”
�“).
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Ï ð è ì å ð. Ðàññìîòðèì òðàíñïîðòíóþ òàáëèöó, ïðåäñòàâëåííóþ òàá-
ëèöåé 1.2.
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Òàáë. 1.2
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Òàáë. 1.3
Çíà÷åíèÿ xij â çàíÿòûõ êëåòêàõ òàáëèöû 1.2 îáâåäåíû êðóæêàìè. Â òàá-
ëèöå âûäåëåí öèêë {(1, 2), (1, 3), (4, 3), (4, 5), (2, 5), (2, 2)} ñ íà÷àëîì
â êëåòêå (i0, j0) = (1, 2) (îöåíêà ∆12 = 1 > 0). Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå
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xij â êëåòêàõ, ïîìå÷åííûõ çíàêîì
”
�“, θ = 10. Ïðèáàâèì ýòî ÷èñëî ê

çíà÷åíèÿì â êëåòêàõ, ïîìå÷åííûì çíàêîì
”
+“, âû÷òåì åãî èç çíà÷åíèé

â êëåòêàõ, ïîìå÷åííûõ çíàêîì
”
�“, è îñòàâèì áåç èçìåíåíèé êëåòêè, íå

âîøåäøèå â öèêë. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì òàáëèöó 1.3. Çàìåòèì, ÷òî çíà-
÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè íà ñòàðîì îïîðíîì ïëàíå òàáëèöû 1.2 ðàâíî 261,
à íà îïîðíîì ïëàíå òàáëèöû 1.3 � 251 = 261− θ∆12.

1.7. Ïîñòðîåíèå íà÷àëüíîãî îïîðíîãî ïëàíà
(ìåòîä ñåâåðî�çàïàäíîãî óãëà)

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ íà÷àëüíîãî îïîðíîãî ïëà-
íà. Ìû ðàññìîòðèì îäèí èç íèõ � ìåòîä ñåâåðî�çàïàäíîãî óãëà.

Ìåòîä ñîñòîèò èç n+m− 1 ïîñëåäîâàòåëüíûõ îäíîòèïíûõ øàãîâ. Íà
êàæäîì øàãå çàïîëíÿåòñÿ ðîâíî îäíà êëåòêà òðàíñïîðòíîé òàáëèöû. Çà-
ïîëíåíèå íà÷èíàåòñÿ ñ êëåòêè (1,1) (ñåâåðî�çàïàäíîãî óãëà òðàíñïîðòíîé
òàáëèöû).

Ïîëîæèì x11 = min{ p1, q1}.
Åñëè p1 < q1, òî x11 = p1. Òàêèì îáðàçîì, âåñü ïðîäóêò èç ïóíêòà P1

áóäåò âûâåçåí è, ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò ïóíêò è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó ïåð-
âàÿ ñòðîêà òàáëèöû ìîãóò áûòü èñêëþ÷åíû èç ðàññìîòðåíèÿ (âû÷åðêíó-
òû). Ïîòðåáíîñòü ïóíêòà Q1 áóäåò óäîâëåòâîðåíà íà p1 åäèíèö ïðîäóêòà
è ñòàíåò ðàâíà q′1 = q1 − p1.

Åñëè p1 > q1, òî x11 = q1. Òàêèì îáðàçîì, ïîòðåáíîñòü ïóíêòà Q1 áó-
äåò óäîâëåòâîðåíà ïîëíîñòüþ è, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâûé ñòîëáåö òðàíñ-
ïîðòíîé òàáëèöû ìîæåò áûòü âû÷åðêíóò. Çàïàñ ïðîäóêòà â ïóíêòå P1

óìåíüøèòñÿ íà q1 åäèíèö è, ñëåäîâàòåëüíî, îñòàòîê ïðîäóêòà â ïóíêòå
P1 áóäåò ðàâåí p′1 = p1 − q1.

Åñëè p1 = q1, òî, î÷åâèäíî, ìîæíî âû÷åðêíóòü ñðàçó è ïåðâóþ ñòðîêó
è ïåðâûé ñòîëáåö. Ìû, îäíàêî, áóäåì âû÷åðêèâàòü ëèáî òîëüêî ñòðî-
êó, ëèáî òîëüêî ñòîëáåö (÷òî èìåííî � áåçðàçëè÷íî). Ïðè÷èíà ýòîãî, íà
ïåðâûé âçãëÿä, íåðàöèîíàëüíîãî øàãà, áóäåò ÿñíà ÷óòü ïîçæå. Åñëè âû-
÷åðêèâàåòñÿ ñòðîêà, òî q′1 = q1−p1 = 0, åñëè ñòîëáåö, òî p′1 = p1−q1 = 0.

Íà ýòîì ïåðâûé øàã çàêàí÷èâàåòñÿ. Â ðåçóëüòàòå áóäåò çàïîëíåíà îä-
íà êëåòêà òàáëèöû, à ñàìà òàáëèöà óìåíüøèòñÿ íà îäíó ñòðîêó èëè íà
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îäèí ñòîëáåö. Äëÿ îñòàâøåéñÿ ÷àñòè òàáëèöû, î÷åâèäíî, ñóììàðíàÿ ïî-
òðåáíîñòü ïóíêòîâ ïîòðåáëåíèÿ ðàâíà ñóììàðíûì çàïàñàì ïóíêòîâ ïðî-
èçâîäñòâà.

Ê óìåíüøåííîé òàáëèöå ïðèìåíèì òó æå ñàìóþ ïðîöåäóðó çàïîëíå-
íèÿ ñåâåðî� çàïàäíîãî óãëà (ýòî áóäåò ëèáî êëåòêà (2,1), ëèáî êëåòêà
(1,2)). Â ðåçóëüòàòå òàáëèöà óìåíüøèòñÿ åùå íà îäíó ñòðîêó, ëèáî íà
îäèí ñòîëáåö. È ò.ä. ×åðåç n + m − 2 øàãà â òàáëèöå îñòàíóòñÿ òîëüêî
îäíà ñòðîêà è îäèí ñòîëáåö (îäèí ïóíêò ïðîèçâîäñòâà è îäèí ïóíêò ïî-
òðåáëåíèÿ), òàê ÷òî n + m − 1 � é øàã ñîñòîèò ïðîñòî â ïðèïèñûâàíèè
êëåòêå (n,m) ñîîòâåòñòâóþùåãî çíà÷åíèÿ, ðàâíîãî îñòàòêó íåïåðåâåçåí-
íîãî ïðîäóêòà.

Â çàêëþ÷åíèå âåðíåìñÿ ê ñèòóàöèè, êîãäà p1 = q1. Ïóñòü, äëÿ îïðå-
äåëåííîñòè, ìû âû÷åðêíóëè ïåðâóþ ñòðîêó. Òîãäà q′1 = q1 − p1 = 0 è
x21 = min{ p2, q

′
1} = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñòîåííûé ìåòîäîì ñåâåðî�

çàïàäíîãî óãëà îïîðíûé ïëàí áóäåò âûðîæäåííûì. Îòñþäà, îäíîâðå-
ìåííî, ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî åñëè áû â äàííîì ñëó÷àå áûëè âû÷åðêíó-
òû îäíîâðåìåííî è ñòðîêà è ñòîëáåö, òî â ïîñòðîåííîì îïîðíîì ïëàíå
îêàçàëèñü áû íåçàíÿòûìè êëåòêè, ñîîòâåòñòâóþùèå íóëåâûì áàçèñíûì
êîìïîíåíòàì.

Ñòðîãî ãîâîðÿ, ìû íåñêîëüêî îïåðåäèëè ñîáûòèÿ, íàçûâàÿ ïëàí, ïî-
ñòðîåííûé ìåòîäîì ñåâåðî�çàïàäíîãî óãëà, îïîðíûì. Äîêàçàòåëüñòâî ýòî-
ãî ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåé ëåììå.

Ë å ì ì à 1.2. Ïëàí X = [ xij ]n,m
i,j=1, ïîñòðîåííûé ìåòîäîì ñåâåðî�

çàïàäíîãî óãëà, ÿâëÿåòñÿ îïîðíûì.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà, â ñèëó ëåì-

ìû 1.2, ñðåäè ñòîëáöîâ ìàòðèöû A, ñîîòâåòñòâóþùèõ çàíÿòûì êëåòêàì,
íàéäåòñÿ öèêë

{ai1j1, ai1j2, . . . , aikjk, aikj1} .

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èíäåêñ j1 < jr äëÿ âñåõ r = 2, . . . , k. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ìû áû ðàññìîòðåëè öèêë

{ai2j2, ai2j3, . . . , aikjk, aikj1, ai1j1, ai1j2}
è ò.ä. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, i1 < ik. Òîãäà íàëè÷èå îäíîâðåìåííî
òðåõ çàíÿòûõ êëåòîê (i1, j1), (i1, j2) è (ik, j1) íåâîçìîæíî, òàê êàê ïîñëå
îïðåäåëåíèÿ xi1j1 áûëà áû âû÷åðêíóòà ëèáî ñòðîêà i1, ëèáî ñòîëáåö j1.
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Àíàëîãè÷íî, åñëè ik < i1, òî áûëî áû íåâîçìîæíî íàëè÷èå îäíîâðåìåííî
òðåõ çàíÿòûõ êëåòîê (ik, j1), (ik, jk), (i1, j1).

1.8. Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì òðàíñïîðòíóþ çàäà÷ó, çàäàííóþ òàáëèöåé 1.4.
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Òàáë. 1.4
Ñòðîêè òàáëèöû ñîîòâåòñòâóþò ïóíêòàì ïðîèçâîäñòâà, ñòîëáöû � ïóíê-
òàì ïîòðåáëåíèÿ. Öåíòðàëüíàÿ ÷àñòü òàáëèöû ýòî � ñòîèìîñòü ïåðåâîçêè
åäèíèöû ïðîäóêòà èç ïóíêòîâ ïðîèçâîäñòâà â ïóíêòû ïîòðåáëåíèÿ. Ïðà-
âûé ñòîëáåö � çàïàñû ïðîäóêòà â ïóíêòàõ ïðîèçâîäñòâà, íèæíÿÿ ñòðîêà �
ïîòðåáíîñòè ïóíêòîâ ïîòðåáëåíèÿ. Íà÷àëüíûé îïîðíûé ïëàí, ïîñòðîåí-
íûé ìåòîäîì ñåâåðî�çàïàäíîãî óãëà, ïðåäñòàâëåí â òàáë. 1.5.
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Çàìåòèì, ÷òî îïîðíûé ïëàí â òàáëèöå 1.5 ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì. Åìó
ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî áàçèñíûõ èíäåêñîâ

Iσ = {(1, 1), (1, 2), (2, 2), (2, 3), (3, 3), (3, 4)}. (1.41)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè áû íà øàãå 3 ìåòîäà ñåâåðî�çàïàäíîãî óãëà
âìåñòî âòîðîãî ñòîëáöà áûëà áû âû÷åðêíóòà âòîðàÿ ñòðîêà, òî â ìíîæå-
ñòâå áàçèñíûõ èíäåêñîâ âìåñòî ïàðû (2,3) ïîÿâèëàñü áû ïàðà (3,2).

Äëÿ ïîëó÷åííîãî îïîðíîãî ïëàíà ïðîâåðèì âûïîëíåíèå êðèòåðèÿ îï-
òèìàëüíîñòè. Ñèñòåìà (1.22) äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ èìååò âèä
(ñì. ìíîæåñòâî áàçèñíûõ èíäåêñîâ (1.41)):

v1 − u1 = 2 ,

v2 − u1 = 1 ,

v2 − u2 = 4 ,

v3 − u2 = 3 ,

v3 − u3 = 1 ,

v4 − u3 = 2 .

Ïîëàãàÿ çäåñü u1 = 0, ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì v1 = 2, v2 = 1, u2 =
= −3, v3 = 0, u3 = −1, v4 = 1. Ïðîâåðÿåì óñëîâèÿ (1.23) (çäåñü èõ
óäîáíåå çàïèñûâàòü â âèäå ∆ij = vj − ui − cij ≤ 0 ):

∆13 = v3 − u1 − c13 = −3 ,

∆14 = v4 − u1 − c14 = 0 ,

∆21 = v1 − u2 − c21 = 4 ,

∆24 = v4 − u2 − c24 = −1 ,

∆31 = v1 − u3 − c31 = −4 ,

∆32 = v2 − u3 − c32 = −4 .

Ïîñêîëüêó îöåíêà ∆21 = 4 > 0, òî îïîðíûé ïëàí, ñîäåðæàùèéñÿ â
òàáë. 1.5, íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Âîîáùå ãîâîðÿ, óðàâíåíèÿ (1.22) íàñòîëüêî ïðîñòû, ÷òî èõ íå îáÿçà-
òåëüíî âûïèñûâàòü â ÿâíîì âèäå. Ïîòåíöèàëû ui è vj ìîæíî îïðåäåëÿòü
íåïîñðåäñòâåííî èç òðàíñïîðòíîé òàáëèöû, çàïèñûâàÿ ui ñëåâà îò òàáëè-
öû, à vj � íàä òàáëèöåé. Åùå ëó÷øå âû÷èñëÿòü íå ui, à (−ui). Âåëè÷èíû
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(−ui) áóäåì òàêæå íàçûâàòü ïîòåíöèàëàìè. Òîãäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïî-
òåíöèàëîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðîñòîå ïðàâèëî: íåèçâåñòíûé ïîòåíöèàë
(ñòðîêè èëè ñòîëáöà) ðàâåí ðàçíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî êîýôôèöèåíòà
cij è èçâåñòíîãî ïîòåíöèàëà. Íåáàçèñíûå îöåíêè âû÷èñëÿþòñÿ ïî ïðà-
âèëó: èç ñóììû ïîòåíöèàëîâ (−ui) è vj âû÷èòàåòñÿ êîýôôèöèåíò cij.
Ïîëó÷åííîå ÷èñëî ìîæíî çàíåñòè â ñîîòâåòñòâóþùóþ ñâîáîäíóþ êëåòêó
òàáëèöû.

Â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ïðèìåðå òàáëèöà 1.5 ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ïî-
òåíöèàëîâ è íåáàçèñíûõ îöåíîê áóäåò èìåòü âèä, ïðåäñòàâëåííûé òàáëè-
öåé 1.6.
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Òàáë. 1.6
Â òàáëèöå 1.6 áàçèñíûå êîìïîíåíòû xij âûäåëåíû êðóæêàìè, íåáà-

çèñíûå îöåíêè çàïèñàíû â ëåâûõ íèæíèõ óãëàõ êëåòîê. Êðîìå òîãî, â
òàáëèöå ïîñòðîåí öèêë ñ íà÷àëîì â êëåòêå (i0, j0) = (2, 1), ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ïîëîæèòåëüíîé îöåíêå ∆21 = 4. Ïîñëå ïåðåñ÷åòà òàáë. 1.6 ïîëó÷èì
òàáë. 1.7. Ñëåäóþùàÿ çà íåé èòåðàöèÿ ìåòîäà ïîòåíöèàëîâ � â òàáë. 1.8.
Â òàáë. 1.8 âñå íåáàçèñíûå îöåíêè íåïîëîæèòåëüíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ñî-
äåðæàùèéñÿ â íåé îïîðíûé ïëàí � îïòèìàëüíûé. Òàêèì îáðàçîì, îïòè-
ìàëüíûìè ïåðåâîçêàìè ÿâëÿþòñÿ:

P1 → Q2 : 10

P2 → Q1 : 5

P3 → Q3 : 8

P3 → Q4 : 7
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Ìèíèìàëüíàÿ ñòîèìîñòü ïåðåâîçîê f∗ = 37 .
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1.9. Îòêðûòàÿ òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à

Çàäà÷à (1.1) � (1.4), äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå áàëàíñà (1.5),
íàçûâàåòñÿ çàêðûòîé òðàíñïîðòíîé çàäà÷åé (çàäà÷åé çàêðûòîãî òè-
ïà). Ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ýòî óñëîâèå, îäíàêî, ÷àùå âñåãî
íå âûïîëíÿåòñÿ. Òðàíñïîðòíûå çàäà÷è, äëÿ êîòîðûõ íàðóøåíî óñëîâèå
áàëàíñà, íàçûâàþòñÿ îòêðûòûìè òðàíñïîðòíûìè çàäà÷àìè. Ýòè çàäà-
÷è ëåãêî ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì çàêðûòîãî òèïà ââåäåíèåì äîïîëíèòåëüíûõ,
ôèêòèâíûõ, ïóíêòà ïðîèçâîäñòâà èëè ïóíêòà ïîòðåáëåíèÿ.
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Ïóñòü, íàïðèìåð, ïðîèçâîäñòâî ïðåâûøàåò ïîòðåáëåíèå:
n∑

i=1

pi >

m∑
j=1

qj .

Â ýòîì ñëó÷àå, î÷åâèäíî, ïðè ëþáîì ïëàíå ïåðåâîçîê ÷àñòü ïðîäóêòà
îñòàíåòñÿ íåâûâåçåííîé èç ïóíêòîâ ïðîèçâîäñòâà. Ïîýòîìó âìåñòî îãðà-
íè÷åíèé (1.2) â çàäà÷ó äîëæíû áûòü ââåäåíû îãðàíè÷åíèÿ

m∑
j=1

xij ≤ pi , i = 1, . . . , n . (1.42)

Îãðàíè÷åíèÿ (1.42) ïðèâîäÿòñÿ ê îãðàíè÷åíèÿì òèïà ðàâåíñòâ ââåäåíèåì
äîïîëíèòåëüíûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ xi,m+1, i = 1, . . . , n :

m∑

j=1

xij + xi,m+1 = pi , i = 1, . . . , n.

Ïåðåìåííûå xi,m+1 åñòåñòâåííî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïåðåâîçêè â íåêî-
òîðûé äîïîëíèòåëüíûé, ôèêòèâíûé, ïóíêò ïîòðåáëåíèÿ Qm+1. Ñòîè-
ìîñòü ïåðåâîçîê â ýòîò ïóíêò, ci,m+1, åñòåñòâåííî, ðàâíà íóëþ. Ïîòðåá-
íîñòè ïóíêòà Qm+1 ïîëîæèì ðàâíûìè èçáûòêó ïåðåâîçèìîãî ïðîäóêòà:

qm+1 =
n∑

i=1

pi −
m∑

j=1

qj .

Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à ïðèíè-
ìàåò âèä:

n∑
i=1

m+1∑
j=1

cijxij → min ;

m+1∑
j=1

xij = pi , i = 1, . . . , n ,

n∑
i=1

xij = qj , j = 1, . . . , m + 1 ,

xij ≥ 0 , i = 1, . . . , n , j = 1, . . . ,m + 1 .
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Ýòî � çàêðûòàÿ òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à:
n∑

i=1

pi =
m+1∑
j=1

qj .

Åñëè
n∑

i=1

pi <

m∑
j=1

qj ,

òî åñòü, ïîòðåáëåíèå ïðåâûøàåò ïðîèçâîäñòâî, òî, åñòåñòâåííî, ïîòðåáíî-
ñòè íå âñåõ ïóíêòîâ ïîòðåáëåíèÿ ìîãóò áûòü óäîâëåòâîðåíû ïîëíîñòüþ
è îãðàíè÷åíèÿ (1.3) äîëæíû áûòü çàìåíåíû íà îãðàíè÷åíèÿ

n∑
i=1

xij ≤ qj , j = 1, . . . , m .

Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å çàêðûòîãî òèïà ââåäåíèåì ôèê-
òèâíîãî ïóíêòà ïðîèçâîäñòâà Pn+1 ñ ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ

pn+1 =
m∑

j=1

qj −
n∑

i=1

pi

è öåíàìè ïåðåâîçîê cn+1,j = 0 , j = 1, . . . , m. Ïîëó÷åííàÿ çàäà÷à èìååò
âèä:

n+1∑
i=1

m∑
j=1

cijxij → min ; (1.43)

m∑
j=1

xij = pi , i = 1, . . . , n + 1 , (1.44)

n+1∑
i=1

xij = qj , j = 1, . . . , m , (1.45)

xij ≥ 0 , i = 1, . . . , n + 1 , j = 1, . . . , m . (1.46)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè x∗ij , i = 1, . . . , n + 1, j = 1, . . . , m, � ðåøåíèå
çàäà÷è (1.43) � (1.46), òî x∗ij , i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m, � ðåøåíèå èñ-
õîäíîé îòêðûòîé çàäà÷è. Ïðè ýòîì ïåðåâîçêè x∗n+1,j ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ôàêòè÷åñêóþ íåäîïîñòàâêó ïðîäóêòà â ñîîòâåòñòâóþùèé ïóíêò ïîòðåá-
ëåíèÿ.
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Èíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ è, âîîáùå ãîâîðÿ, äðóãîå ðåøåíèå çàäà÷è îòêðû-
òîãî òèïà ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû, åñëè öåíû çà ôèêòèâíûå ïåðåâîçêè íà-
çíà÷àòü îòëè÷íûìè îò íóëÿ. Â ýòîì ñëó÷àå öåíû ci,m+1 > 0 (â ñëó÷àå
ïðåâûøåíèÿ ïðîèçâîäñòâà íàä ïîòðåáëåíèåì) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü
êàê çàòðàòû íà õðàíåíèå íåâûâåçåííîãî ïðîäóêòà, à öåíû cn+1,j > 0
(â ñëó÷àå ïðåâûøåíèÿ ïîòðåáëåíèÿ íàä ïðîèçâîäñòâîì) � êàê øòðàôû
çà ñîîòâåòñòâóþùèå íåäîïîñòàâêè.

Óïðàæíåíèÿ

1.1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó, êîòîðóþ íàçîâåì ïðîèçâîäñò�
âåííî�òðàíñïîðòíîé çàäà÷åé.

Ïóñòü çàäàíî n ïóíêòîâ ïðîèçâîäñòâà è m ïóíêòîâ ïîòðåáëåíèÿ íåêî-
òîðîãî îäíîðîäíîãî ïðîäóêòà. Èçâåñòíû ñòîèìîñòü di ïðîèçâîäñòâà åäè-
íèöû äàííîãî ïðîäóêòà â i � òîì ïóíêòå ïðîèçâîäñòâà, ïîòðåáíîñòè qj

(åä.) â ïðîäóêòå â j � òîì ïóíêòå ïîòðåáëåíèÿ è òðàíñïîðòíûå ðàñõîäû
cij ïî ïåðåâîçêå åäèíèöû ïðîäóêòà èç i � òîãî ïóíêòà ïðîèçâîäñòâà â
j � òûé ïóíêò ïîòðåáëåíèÿ. Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêèå ìîùíîñòè ïðîèçâîä-
ñòâà pi , i = 1, . . . , n, è òàêîé ïëàí ïåðåâîçîê X = [ xij ]n,m

i,j=1, ïðè êîòîðûõ
n∑

i=1
pi =

m∑
j=1

qj è ñóììàðíûå çàòðàòû íà ïðîèçâîäñòâî è ïåðåâîçêó ïðîäóê-
òà ìèíèìàëüíû.

Ðàññìîòðèì äâà âàðèàíòà çàäà÷è:
i. ìîùíîñòè ïóíêòîâ ïðîèçâîäñòâà îãðàíè÷åíû ñâåðõó:

pi ≤ ri <

m∑
j=1

qj ,

n∑
i=1

ri ≥
m∑

j=1

qj ;

ii. ìîùíîñòè ïóíêòîâ ïðîèçâîäñòâà íå îãðàíè÷åíû ñâåðõó.
Âî âòîðîì ñëó÷àå ðåøåíèå çàäà÷è ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî â ÿâíîì âèäå.

Íàéòè ýòî ðåøåíèå.
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1.2. Ðåøèòü ñëåäóþùèå òðàíñïîðòíûå çàäà÷è:

i. 46 36 40 24 26

20 22 20 16 14

14 40 36 12 30

16 28 6 20

ii. 34 35 31 18 61

54 59 35 29 19

43 26 41 24 15

16 35 26 18

iv. 16 7 6 24 21

20 11 6 25 3

13 16 6 23 2

6 4 4 12

iii. 56 32 22 42

26 20 26 44

50 30 24 34

24

36

18

16 52 6 4

v. 5 4 3 4 160

3 2 5 5 140

1 6 3 2 60

80 80 60 80

vi. 4 2 3 1 80

6 3 5 6 140

3 2 6 3 70

80 50 50 70

vii. 9 7 5 3 175

1 2 4 6 125

8 10 12 1 140

180 110 60 40

viii. 2 3 4 3 180

5 3 1 2 60

2 1 4 2 80

120 40 60 80
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ix. 17 20 29 26 25

3 4 5 15 24

19 2 22 4 13

20 27 1 17

15

19

15

15

15

11 11 11 11 16

x. 15 1 22 19 1

21 18 11 4 3

26 29 23 26 24

21 10 3 19

20

27

20

20

20

19 19 19 19 4

�2. Öåëî÷èñëåííûå çàäà÷è ËÏ.
Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö

2.1. Âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë èìåþò
ëèøü òå ðåøåíèÿ, êîìïîíåíòû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè. Òà-
êèå çàäà÷è íàçûâàþòñÿ öåëî÷èñëåííûìè. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ
öåëî÷èñëåííûõ çàäà÷ ËÏ.

Çàäà÷à î ðþêçàêå. Ïóñòü èìååòñÿ n ïðåäìåòîâ, ai � âåñ, ci � öåí-
íîñòü i � òîãî ïðåäìåòà, ai > 0, ci > 0. Òðåáóåòñÿ çàãðóçèòü ðþêçàê,
âûäåðæèâàþùèé âåñ b, íàáîðîì ïðåäìåòîâ, ñóììàðíàÿ öåííîñòü êîòî-
ðûõ ìàêñèìàëüíà.

Ââåäåì ïåðåìåííûå xi, êîòîðûå ìîãóò ïðèíèìàòü ëèøü äâà çíà÷å�
íèÿ � 0 è 1 (òàêèå ïåðåìåííûå íàçûâàþòñÿ áóëåâûìè ïåðåìåííûìè).
Åñëè xi ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1, òî i � òûé ïðåäìåò çàãðóæàåòñÿ â ðþêçàê,
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åñëè 0 � íå çàãðóæàåòñÿ. Òîãäà ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ïðèíèìàåò âèä:

c1x1 + . . . + cnxn → max ;

a1x1 + . . . + anxn ≤ b ,

xi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , n .

Åñëè îòêàçàòüñÿ îò ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî êàæäûé ïðåäìåò èìå-
åòñÿ â íàëè÷èè â åäèíñòâåííîì ýêçåìïëÿðå, è åñëè, êðîìå òîãî, èìåþòñÿ
äðóãèå îãðàíè÷åíèÿ, íàïðèìåð, íà îáúåì ðþêçàêà, òî ìû ïðèõîäèì ê
îáîáùåííîé çàäà÷å î ðþêçàêå:

c1x1 + . . . + cnxn → max ;

aj1x1 + . . . + ajnxn ≤ bj, j = 1, . . . , m ,

xi ∈ {0, 1, 2, . . .}, i = 1, . . . , n .

Çàìåòèì, ÷òî ñëîâî
”
ðþêçàê“ â ïîñòàíîâêå çàäà÷è ìîæíî çàìåíèòü íà

”
ñàìîëåò“,

”
êîðàáëü“ è ò.ï. è ìû ïîëó÷èì çàäà÷ó î çàãðóçêå òðàíñïîðò-

íîãî ñðåäñòâà.
Çàäà÷à ïëàíèðîâàíèÿ èíâåñòèöèé. Ïóñòü íåêîòîðàÿ ôèðìà ðàñ-

ïîëàãàåò ñâîáîäíûì êàïèòàëîì â ðàçìåðå D ðóáëåé. Èìååòñÿ n ðàçëè÷-
íûõ èíâåñòèöèîííûõ ïðîåêòîâ, ïðåòåíäóþùèõ íà ýòè ôîíäû. Êàïèòàëî-
âëîæåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ïðîåêòà i, ñîñòàâëÿþò di ðóáëåé. Êàæäûé
ïðîåêò ìîæåò ëèáî âûáèðàòüñÿ êàê îáúåêò äëÿ èíâåñòèöèé, ëèáî îòâåð-
ãàòüñÿ; åñëè ïðîåêò i âûáðàí, òî êàïèòàëîâëîæåíèÿ â íåãî íå ìîãóò áûòü
ìåíüøå di (ò.å. ÷àñòè÷íîå ôèíàíñèðîâàíèå íåäîïóñòèìî). Ïóñòü pi � ïðè-
âåäåííàÿ ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó âðåìåíè îöåíêà âñåãî áóäóùåãî äîõîäà
îò ðåàëèçàöèè i � òîãî ïðîåêòà. Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü, â êàêèå ïðîåê-
òû íóæíî âêëàäûâàòü ñðåäñòâà, ÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü ïðèâåäåííûé
îáùèé äîõîä.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîñòàâëåííîé çàäà÷è èìååò ñëåäóþùèé âèä:

p1x1 + . . . + pnxn → max ; (2.1)

d1x1 + . . . + dnxn ≤ D , (2.2)

xi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , n . (2.3)
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Çäåñü xi = 1 îçíà÷àåò, ÷òî i � òûé ïðîåêò âûáèðàåòñÿ, xi = 0 � ÷òî
îòâåðãàåòñÿ.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ çàäà÷è (2.1)�(2.3). Ïóñòü èç íåêî-
òîðîé ãðóïïû ïðîåêòîâ, íàïðèìåð, äëÿ i ∈ I, ìîæíî âûáèðàòü ëèøü
îäèí ïðîåêò. ×òîáû ó÷åñòü ýòî óñëîâèå, íåîáõîäèìî äîáàâèòü ëèøü îäíî
îãðàíè÷åíèå ∑

i∈I

xi ≤ 1.

Â êà÷åñòâå äðóãîé âîçìîæíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñëè âûáðàí ïðî-
åêò i, òî äîëæåí áûòü âûáðàí è ïðîåêò j; îäíàêî âûáîð ïðîåêòà j ìîæåò
áûòü îñóùåñòâëåí è áåç âûáîðà ïðîåêòà i. Äëÿ îïèñàíèÿ òàêîé ñèòóàöèè
äîñòàòî÷íî ââåñòè îãðàíè÷åíèå

xj − xi ≥ 0 .

Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî ìîäåëü (2.1)�(2.3) ñîâåðøåííî íå ó÷èòûâàåò
äèíàìèêè ôîíäîâ ïðè ðåàëèçàöèè èìåþùèõñÿ ïðîåêòîâ. Âïîëíå âîçìîæ-
íî, ÷òî ïðè ðåàëèçàöèè ïðîåêòîâ ïîìèìî íà÷àëüíûõ èíâåñòèöèé ïîçäíåå
ìîãóò ïîòðåáîâàòüñÿ äîïîëíèòåëüíûå ñðåäñòâà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìå-
þòñÿ îãðàíè÷åíèÿ Dj íà êàïèòàëîâëîæåíèÿ â êàæäîì èç m ïåðèîäîâ
(j = 1, . . . ,m) è ïóñòü dji � êàïèòàë, íåîáõîäèìûé äëÿ ïðîåêòà i â ïåðè-
îäå j. Òîãäà çàäà÷à âûáîðà ïðîåêòîâ, ìàêñèìèçèðóþùèõ ïðèâåäåííóþ
îöåíêó áóäóùåãî äîõîäà, è íå íàðóøàþùèõ îãðàíè÷åíèé íà êàïèòàëî-
âëîæåíèÿ äëÿ êàæäîãî ïåðèîäà, ïðèíèìàåò âèä:

p1x1 + . . . + pnxn → max ;

dj1x1 + . . . + djnxn ≤ Dj, j = 1, . . . , m ,

xi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , n .

2.2. Ðàññìîòðèì öåëî÷èñëåííóþ çàäà÷ó ËÏ

f(x) = 〈c, x〉 → max ; x ∈ X , (2.4)

X = {x ∈ Rn : Ax ≤ b, xi ∈ {0, 1, 2, . . .}, i = 1, . . . , n}. (2.5)

Åñòåñòâåííî ïîïûòàòüñÿ ðåøèòü çàäà÷ó (2.4), (2.5), íå îáðàùàÿ âíèìà-
íèÿ íà óñëîâèÿ öåëî÷èñëåííîñòè ïåðåìåííûõ, ò.å. çàìåíèâ ýòè óñëîâèÿ
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ïðîñòî íà óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè. Òàêàÿ çàäà÷à íàçûâàåòñÿ íåïðå-
ðûâíîé çàäà÷åé (â îòëè÷èå îò äèñêðåòíîé çàäà÷è (2.4), (2.5)). Åñëè ðå-
øåíèå íåïðåðûâíîé çàäà÷è � öåëî÷èñëåííîå, òî îíî, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì è èñõîäíîé äèñêðåòíîé çàäà÷è. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåöåëî-
÷èñëåííûå êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ ìîæíî îêðóãëèòü äî áëèæàéøèõ öåëûõ
÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ îãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è. Íà ïðàêòèêå ÷àñòî èìåí-
íî òàê è ïîñòóïàþò è òàêîé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ îïðàâäàííûì, êîãäà çíà÷å-
íèÿ ïåðåìåííûõ äîñòàòî÷íî âåëèêè, òàê ÷òî âëèÿíèåì îêðóãëåíèÿ ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü. Îäíàêî, íåðåäêî âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è, â êîòîðûõ ýòîò ñïîñîá
ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòàì, çíà÷èòåëüíî îòëè÷àþ-
ùèìñÿ îò îïòèìàëüíîãî öåëî÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî
ïðèìåðîâ.

Ï ð è ì å ð 2.1

f(x) = 7x1 + 8x2 + 10x3 → max ; (2.6)

8x1 + 8x2 + 9x3 ≤ 16 , (2.7)

xi ∈ {0, 1}, i = 1, 2, 3 . (2.8)

Íåïðåðûâíàÿ çàäà÷à ïîëó÷àåòñÿ èç çàäà÷è (2.6)�(2.8) çàìåíîé îãðàíè-
÷åíèé (2.8) íà îãðàíè÷åíèÿ 0 ≤ xi ≤ 1, i = 1, 2, 3. Ðåøåíèå íåïðå-
ðûâíîé çàäà÷è x = (0, 7/8, 1), f(x) = 17. Îêðóãëåíèå x2 äî 1 íåâîç-
ìîæíî, òàê êàê ïðè ýòîì áóäåò íàðóøåíî óñëîâèå (2.7). Îêðóãëÿÿ x2

äî 0, ïîëó÷èì òî÷êó x = (0, 0, 1), f(x) = 10. Â òî æå âðåìÿ, ïðîñòûì
ïåðåáîðîì íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (2.6)�(2.8) òî÷êà
x∗ = (1, 1, 0), f(x∗) = 15.

Ï ð è ì å ð 2.2
f(x) = 21x1 + 11x2 → max ;

7x1 + 4x2 ≤ 13 ,

x1, x2 ∈ {0, 1, 2, . . .} .

Ãðàôè÷åñêîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé íåïðåðûâíîé çàäà÷è ïðèâåäåíî
íà ðèñ. 2.1. Çäåñü æå êðóæêàìè îáîçíà÷åíû äîïóñòèìûå öåëî÷èñëåííûå
òî÷êè.
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Ï ð è ì å ð 2.3
f(x) = 3x1 + x2 → max ;

7x1 − 3x2 ≥ 7 ,
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x1, x2 ∈ {0, 1, 2, . . .} .
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Â ýòîé çàäà÷å âîîáùå íå ïîíÿòíî, ÷òî äåëàòü ñ íåïðåðûâíûì ðåøåíè-
åì x = (5/2, 7/2) : íè îäèí èç ÷åòûðåõ âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ îêðóãëåíèÿ
åãî êîìïîíåíò íå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì � òî÷êè (2,3), (2,4), (3,3), (3,4) íå
ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó X (ýòè òî÷êè íà ðèñ. 2.2 îòìå÷åíû êðóæêàìè).
Ðåøåíèå èñõîäíîé öåëî÷èñëåííîé çàäà÷è � òî÷êà x∗ = (3, 1).

2.3. Ïðîñòåéøèé ñïîñîá ðåøåíèÿ öåëî÷èñëåííûõ çàäà÷ � ýòî ïåðåáîð
âñåõ äîïóñòèìûõ öåëî÷èñëåííûõ òî÷åê. Òàêîé ïîäõîä âïîëíå îïðàâäàí â
òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ÷èñëî ïåðåáèðàåìûõ âàðèàíòîâ îòíîñèòåëüíî íåâåëè-
êî. Íàïðèìåð, åñëè â çàäà÷å ïëàíèðîâàíèÿ èíâåñòèöèé èìååòñÿ, ñêàæåì,
10 èíâåñòèöèîííûõ ïðîåêòîâ, òî ÷èñëî ïåðåáîðîâ ðàâíî 210 = 1024 � òðè-
âèàëüíàÿ çàäà÷à ïðè èñïîëüçîâàíèè êîìïüþòåðà. Îäíàêî, åñëè â àíàëî-
ãè÷íîé çàäà÷å ñ áóëåâûìè ïåðåìåííûìè ÷èñëî ïåðåìåííûõ ðàâíî, íàïðè-
ìåð, 64, òî ÷èñëî ïåðåáîðîâ ñòàíîâèòñÿ àñòðîíîìè÷åñêèì: 264 ' 1.8 ·1019.
Ñ çàäà÷åé ïåðåáîðà òàêîãî êîëè÷åñòâà âàðèàíòîâ óæå íå ñïðàâèòñÿ íè
îäèí êîìïüþòåð.

2.4. Íàèáîëåå øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå â ïðàêòèêå ðåøåíèÿ öåëî-
÷èñëåííûõ çàäà÷ ËÏ ïîëó÷èë ìåòîä, íàçûâàåìûé ìåòîäîì âåòâåé è
ãðàíèö. Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà ïîñëåäîâàòåëüíîì ðàçáèåíèè ìíîæåñòâà
äîïóñòèìûõ öåëî÷èñëåííûõ òî÷åê íà áîëåå óçêèå ïîäìíîæåñòâà è îòáðà-
ñûâàíèè òåõ ïîäìíîæåñòâ, êîòîðûå ñîäåðæàò çàâåäîìî íåîïòèìàëüíûå
òî÷êè. Îïèøåì åãî ïðèìåíèòåëüíî ê ñëåäóþùåé öåëî÷èñëåííîé çàäà÷å
ËÏ:

f(x) = 〈c, x〉 → max ; x ∈ X , (2.9)

X = {x ∈ Rn : Ax ≤ b, α ≤ x ≤ β, xi − öåëûå, i = 1, . . . , n}. (2.10)

Ââåäåíèå äâóñòîðîííèõ îãðàíè÷åíèé íà ïåðåìåííûå çäåñü îáüÿñíÿåòñÿ
òåì, ÷òî â öåëî÷èñëåííûõ çàäà÷àõ æåëàòåëüíî èìåòü âîçìîæíî áîëåå
æåñòêèå îãðàíè÷åíèÿ íà ïåðåìåííûå, òàê êàê ýòî óìåíüøàåò ðàçìåðû
ìíîæåñòâà, ïîäëåæàùåãî èññëåäîâàíèþ. Â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ çàäà-
íèå òàêèõ ãðàíèö äëÿ ïåðåìåííûõ, êàê ïðàâèëî, íå ïðåäñòàâëÿåò çàòðóä-
íåíèé.

Ïîëîæèì
D = {x ∈ Rn : Ax ≤ b, α ≤ x ≤ β}

(ò.å. îòêàæåìñÿ îò óñëîâèé öåëî÷èñëåííîñòè ïåðåìåííûõ) è ðåøèì íåïðå-
ðûâíóþ çàäà÷ó

f(x) → max; x ∈ D. (2.11)
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Ïóñòü x � ðåøåíèå çàäà÷è (2.11). Åñëè âåêòîð x � öåëî÷èñëåííûé, òî îí
ÿâëÿåòñÿ è ðåøåíèåì çàäà÷è (2.9), (2.10). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûáåðåì
ïðîèçâîëüíóþ íåöåëî÷èñëåííóþ êîìïîíåíòó xk âåêòîðà x è ñôîðìèðóåì
äâà íîâûõ ìíîæåñòâà:

X1 = {x ∈ X : xk ≤ [xk]},
X2 = {x ∈ X : xk ≥ [xk] + 1},

ãäå [xk] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà xk. Î÷åâèäíî, ÷òî X1
⋂

X2 = ∅ è X =
= X1

⋃
X2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâà X1 è X2 íå ïóñòû. Òîãäà

max
X

f(x) = max{max
X1

f(x), max
X2

f(x)}.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à (2.9), (2.10) ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ïîäçàäà÷è:

f(x) → max; x ∈ X1 ,

f(x) → max; x ∈ X2 .

Ê êàæäîé èç ýòèõ ïîäçàäà÷ ïðèìåíèì òîò æå ïîäõîä, ÷òî è ê èñõîä-
íîé çàäà÷å (2.9), (2.10), ò.å. ðåøèì åå êàê íåïðåðûâíóþ çàäà÷ó. Åñëè
ïîëó÷åííîå ðåøåíèå � öåëî÷èñëåííîå, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñîîò-
âåòñòâóþùåé äèñêðåòíîé çàäà÷è. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìóþ
äèñêðåòíóþ çàäà÷ó ìîæíî ðàçáèòü íà äâå íîâûå ïîäçàäà÷è òàêæå, êàê
ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ çàäà÷è (2.9), (2.10). Êàæäóþ èç íîâûõ ïîäçàäà÷
ðåøèì êàê íåïðåðûâíóþ çàäà÷ó è, â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè, ðàçîáüåì íà
äâå î÷åðåäíûå ïîäçàäà÷è, è ò. ä. Îïèñàííóþ ïðîöåäóðó äðîáëåíèÿ ìíî-
æåñòâà X ñõåìàòè÷åñêè ìîæíî èçîáðàçèòü ñ ïîìîùüþ äåðåâà âàðèàíòîâ,
ïðåäñòàâëåííîãî íà ðèñ. 2.3.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âåòâëåíèå êàæäîé ðîäèòåëüñêîé çàäà÷è çàêàí-
÷èâàåòñÿ, åñëè èìååò ìåñòî îäèí èç òðåõ ñëó÷àåâ:

i. Çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ (ìíîæåñòâî ïëàíîâ ïóñòî);
ii. Ðåøåíèå çàäà÷è � öåëî÷èñëåííîå. Òàê êàê â êàæäîé íîâîé çàäà-

÷å äîáàâëÿåòñÿ âñå áîëüøå è áîëüøå âåðõíèõ è íèæíèõ öåëî÷èñëåííûõ
îãðàíè÷åíèé íà ïåðåìåííûå, òî íåïðåðûâíûå ïåðåìåííûå â êîíöå êîí-
öîâ ïðèìóò öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ (åñëè òîëüêî âîîáùå ñóùåñòâóåò öå-
ëî÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è). Â êðàéíåì ñëó÷àå ýòî ïðîèçîéäåò òîãäà,
êîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå ïîäìíîæåñòâî áóäåò ñîñòîÿòü èç îäíîé òî÷êè.
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iii. Ðåøåíèå çàäà÷è � íåöåëî÷èñëåííîå, íî çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè
íà ýòîì ðåøåíèè ìåíüøå, ÷åì åå çíà÷åíèå íà íàèëó÷øåì èç ïðåäûäó-
ùèõ öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé (ýòî ïîñëåäíåå íàçûâàåòñÿ ðåêîðäîì): î÷å-
âèäíî, ÷òî äàëüíåéøåå äðîáëåíèå ìíîæåñòâà ïëàíîâ (ò.å. äîáàâëåíèå íî-
âûõ îãðàíè÷åíèé) ìîæåò ïðèâåñòè ëèøü ê óìåíüøåíèþ çíà÷åíèÿ öåëåâîé
ôóíêöèè.
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X1 X2

X11 X12 X21 X22

Àëãîðèòì ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì.

À ë ã î ð è ò ì 2.1 [17, ñòð.124]
Ïóñòü íà èòåðàöèè t èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ èíôîðìàöèÿ:
(à) ðåêîðä r;
(á) ãëàâíûé ñïèñîê çàäà÷, ïîäëåæàùèõ ðåøåíèþ;
(â) òåêóùàÿ çàäà÷à, îòîáðàííàÿ äëÿ ðåøåíèÿ è íå âõîäÿùàÿ â ãëàâíûé

ñïèñîê.
Øàã 1. Ðåøèòü òåêóùóþ çàäà÷ó êàê íåïðåðûâíóþ çàäà÷ó. Åñëè ýòà

çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ, èëè çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè, îòâå÷àþùåå
åå îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ, ìåíüøå r, òî ïåðåéòè íà øàã 4.
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Øàã 2. Åñëè ðåøåíèå òåêóùåé çàäà÷è öåëî÷èñëåííî�äîïóñòèìîå, òî
ïîëîæèòü r ðàâíûì çíà÷åíèþ öåëåâîé ôóíêöèè òåêóùåé çàäà÷è è ïåðåé-
òè íà øàã 4.

Øàã 3. Âûáðàòü îäíó ïåðåìåííóþ xk, çíà÷åíèå êîòîðîé xk íåöåëî÷èñ-
ëåííîå, è ñôîðìèðîâàòü äâå íîâûå çàäà÷è:

(i) îäíó, ñ äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèåì xk ≤ [xk];

(ii) äðóãóþ, ñ äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèåì xk ≥ [xk] + 1.

Îòîáðàòü îäíó èç çàäà÷ â êà÷åñòâå òåêóùåé, à âòîðóþ äîáàâèòü ê
ãëàâíîìó ñïèñêó. Ïîëîæèòü t = t + 1 è ïåðåéòè íà øàã 1.

Øàã 4. Âûáðàòü çàäà÷ó èç ãëàâíîãî ñïèñêà. Ïîëîæèòü t = t + 1 è
ïåðåéòè íà øàã 1.

Ç à ì å ÷ à í è ÿ
1. Ðåøåíèå çàäà÷è áóäåò ïîëó÷åíî òîãäà, êîãäà áóäåò èñ÷åðïàí ãëàâ-

íûé ñïèñîê çàäà÷.
2. Êîíå÷íîñòü àëãîðèòìà ñëåäóåò èç êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà X.
3. Î÷åâèäíî, ÷òî àëãîðèòì íåñêîëüêî èçìåíèëñÿ áû, åñëè áû íà øàãå 3

îáå çàäà÷è áûëè äîáàâëåíû ê ãëàâíîìó ñïèñêó ñ ïîñëåäóþùèì ïåðåõîäîì
íà øàã 4.

4. Ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà ñóùåñòâåííî çàâèñèò êàê îò ñïîñîáà âû-
áîðà ïåðåìåííîé xk ïðè êàæäîì âåòâëåíèè, òàê è îò ìåòîäà îòáîðà çàäà-
÷è äëÿ âêëþ÷åíèÿ åå â ãëàâíûé ñïèñîê. Ïîäðîáíî ýòè âîïðîñû ðàññìîò-
ðåíû â êíèãå [17].

5. Åñëè êàêèì�ëèáî îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííîå öåëî÷èñ-
ëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.9), (2.10), òî â êà÷åñòâå ðåêîðäà íà ïåðâîé
èòåðàöèè ìîæíî âçÿòü çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè íà ýòîì ïðèáëèæåí-
íîì ðåøåíèè. Â îáùåì æå ñëó÷àå íà ïåðâîé èòåðàöèè çíà÷åíèå ðåêîðäà
r ðàâíî, î÷åâèäíî, −∞.

6. Àëãîðèòì 2.1 ñ î÷åâèäíûìè ìîäèôèêàöèÿìè ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ è
äëÿ ðåøåíèÿ ÷àñòè÷íî�öåëî÷èñëåííûõ çàäà÷, ò. å. òàêèõ çàäà÷, â êîòî-
ðûõ óñëîâèÿ öåëî÷èñëåííîñòè íàëîæåíû ëèøü íà ÷àñòü ïåðåìåííûõ.

132



�3. Çàäà÷à ëèíåéíîãî àññîðòèìåíòíîãî ðàñêðîÿ:
àëãîðèòì ïîðîæäåíèÿ ñòîëáöîâ

Íàïîìíèì ïîñòàíîâêó çàäà÷è (ñì. ñòð.20).
Íà çàãîòîâèòåëüíûé ó÷àñòîê ïîñòóïàåò íåêîòîðûé ìàòåðèàë â âèäå

ïîëîñ ïîñòîÿííîé äëèíû L. Èç ýòèõ ïîëîñ íóæíî îòðåçàòü m âèäîâ çà-
ãîòîâîê. Çàãîòîâêè j � òîãî âèäà èìåþò äëèíó lj è èõ òðåáóåòñÿ bj øòóê
(j = 1, . . . ,m). Íåîáõîäèìî ñîñòàâèòü òàêîé ïëàí ðàñêðîÿ ïîëîñ íà çàãî-
òîâêè, ïðè êîòîðîì áûë áû ïîëó÷åí òðåáóåìûé àññîðòèìåíò çàãîòîâîê
b1, b2, . . . , bm è ïðè ýòîì ðàñõîä ïîñòóïàþùåãî ìàòåðèàëà áûë áû ìèíè-
ìàëüíûì.

Ïóñòü ÷èñëî âñåâîçìîæíûõ ñïîñîáîâ ðàñêðîÿ îäíîé ïîëîñû ìàòåðèàëà
ðàâíî n è ïðè i � òîì ñïîñîáå ðàñêðîÿ (i = 1, . . . , n) èç êàæäîé ïîëîñû
ïîëó÷àåòñÿ aji çàãîòîâîê j � òîãî âèäà. Î÷åâèäíî, ÷òî

m∑
j=1

ajilj ≤ L, i = 1, . . . , n. (3.1)

Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç xi êîëè÷åñòâî ïîëîñ, ïëàíèðóåìûõ ê ðàñêðîþ i � òûì
ñïîñîáîì, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé çàäà÷å ËÏ:

n∑
i=1

xi → min ; Ax = b, x ≥ 0. (3.2)

Çäåñü A = [a1 a2 . . . an], ai = (a1i, . . . , ami), b = (b1, . . . , bm), âñå âåêòîðû
ai è b � öåëî÷èñëåííûå, aji ≥ 0 äëÿ âñåõ j = 1, . . . , m, i = 1, . . . , n, bj > 0
äëÿ âñåõ j = 1, . . . , m. Òàê êàê êàæäûé ñòîëáåö ìàòðèöû A õàðàêòåðè-
çóåò ñâîé ñïîñîá ðàñêðîÿ, òî ýòè ñòîëáöû ìû áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî
ðàñêðîÿìè.

Âîîáùå ãîâîðÿ, ðåøåíèå ëþáîé ðàñêðîéíîé çàäà÷è, â òîì ÷èñëå è
çàäà÷è, ðàññìàòðèâàåìîé â ýòîì ïàðàãðàôå, äîëæíî íà÷èíàòüñÿ ñ ñî-
ñòàâëåíèÿ âñåâîçìîæíûõ ñïîñîáîâ ðàñêðîÿ èñõîäíîãî ìàòåðèàëà íà çàãî-
òîâêè. Àâòîìàòè÷åñêîå (áåç ó÷àñòèÿ ÷åëîâåêà) ãåíåðèðîâàíèå ðàñêðîåâ
ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ñëîæíîé çàäà÷åé. Ñóùåñòâóþò ýâðèñòè÷åñêèå
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àëãîðèòìû ãåíåðèðîâàíèÿ ðàñêðîåâ äëÿ ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûõ, íàïðè-
ìåð, ïðÿìîóãîëüíûõ, âèäîâ çàãîòîâîê, â îáùåì æå ñëó÷àå ñîñòàâëåíèå
ðàñêðîåâ îñòàåòñÿ çà ÷åëîâåêîì è ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò åãî îïûòà è
èíòóèöèè. Îáû÷íî âñå òåîðåòè÷åñêè âîçìîæíûå ñïîñîáû ðàñêðîÿ ïåðå-
÷èñëèòü ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî � èõ ÷èñëî ìîæåò èçìåðÿòüñÿ ìíîãèìè
ñîòíÿìè è òûñÿ÷àìè. Ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà÷ó ðåøàþò, èñõî-
äÿ èç íåêîòîðîãî (íåïîëíîãî) íàáîðà äîïóñòèìûõ ðàñêðîåâ. Ïîëó÷åííîå
òàêèì îáðàçîì ðåøåíèå áóäåò, åñòåñòâåííî, îïòèìàëüíûì òîëüêî íà ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì íàáîðå.

Çàäà÷à ëèíåéíîãî àññîðòèìåíòíîãî ðàñêðîÿ çàìå÷àòåëüíà òåì, ÷òî ñ
ïîìîùüþ ñèìïëåêñ�ìåòîäà îíà ìîæåò áûòü ðåøåíà äî êîíöà áåç êàêîãî�
ëèáî ïðåäâàðèòåëüíîãî ñîñòàâëåíèÿ ìíîæåñòâà ðàñêðîåâ � âñå íåîáõîäè-
ìûå ñèìïëåêñ�ìåòîäó ðàñêðîè (ñòîëáöû ìàòðèöû A) íàõîäÿòñÿ ïî ìåðå
íàäîáíîñòè èç ðåøåíèÿ ñïåöèàëüíîé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è öåëî÷èñ-
ëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Áîëåå òî÷íî, íà êàæäîé èòåðà-
öèè ñèìïëåêñ�ìåòîäà âû÷èñëÿåòñÿ ðîâíî îäèí ðàñêðîé � òîò, êîòîðûé
íà äàííîé èòåðàöèè áóäåò ââåäåí â áàçèñ. Òàêèì îáðàçîì, ñàìà ìàòðèöà
A ïðèñóòñòâóåò â çàäà÷å êàê áû íåÿâíî � åå çàäàíèå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
íå ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì.

Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ ñèìïëåêñ�ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.2).
Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè åñòåñòâåííîãî óñëîâèÿ

lj ≤ L, j = 1, . . . , m,

î÷åâèäíûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå m ñïîñîáîâ ðàñêðîÿ:



a11 0 0 . . . 0
0 a22 0 . . . 0
0 0 a33 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . amm




,

ãäå ajj = [L/lj]. Ýòè ýëåìåíòàðíûå ðàñêðîè î÷åâèäíûì îáðàçîì çàäà-
þò áàçèñ óãëîâîé òî÷êè x = (x1, . . . , xm, 0, . . . , 0), ãäå xj = bj/ajj, j =

= 1, . . . , m. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïîñêîëüêó
n∑

i=1
xi ≥ 0, òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ

â çàäà÷å (3.2) îãðàíè÷åíà ñíèçó è, ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à èìååò ðåøåíèå.
Ïîñêîëüêó ñðåäè ðåøåíèé çàäà÷è èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà óãëîâàÿ òî÷êà, òî
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ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíûé ïëàí, âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ íå áîëåå m ñïîñîáîâ
ðàñêðîÿ � èìåííî òàêîé ïëàí è áóäåò íàéäåí ñèìïëåêñ�ìåòîäîì.

Èòàê, íà÷àëüíàÿ óãëîâàÿ òî÷êà x è åå áàçèñ èçâåñòíû. Ðàññìîòðèì
t � òóþ èòåðàöèþ ñèìïëåêñ�ìåòîäà, t ≥ 1.

Ïóñòü σ � áàçèñ óãëîâîé òî÷êè xt. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî Iσ = {1, 2, . . . , m}. Òàê êàê öåëåâîé âåêòîð çàäà÷è (3.2),
c = (1, . . . , 1), òî cσ = (1, . . . , 1). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îöåíêè

∆i = 〈y, ai〉 − ci = 〈y, ai〉 − 1, i = 1, . . . , n, (3.3)

ãäå êîìïîíåíòû âåêòîðà y,

yj = [B−T
σ cσ]j =

m∑

k=1

[B−T
σ ]jk =

m∑

k=1

[B−1
σ ]kj, j = 1, . . . , m.

Òàê êàê çàäà÷à (3.2) � çàäà÷à íà ìèíèìóì, òî óñëîâèå îïòèìàëüíî-
ñòè â íåé èìååò âèä: ∆i ≤ 0, i = 1, . . . , n, èëè, ïîñêîëüêó ∆i = 0
äëÿ âñåõ i ∈ Iσ, max

i=1,n
∆i = 0. Ñ ó÷åòîì (3.3) ýòî óñëîâèå ìîæíî ïå-

ðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

max
i=1,n

〈y, ai〉 = 1. (3.4)

Òàê êàê ìàêñèìóì â (3.4) áåðåòñÿ ïî âñåì äîïóñòèìûì ðàñêðîÿì, à óñëî-
âèå äîïóñòèìîñòè ðàñêðîÿ èìååò âèä (3.1), òî ïðîâåðêà óñëîâèÿ (3.4)
ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è

〈y, z〉 → max ; (3.5)
m∑

j=1

ljzj ≤ L, zj ∈ {0, 1, 2, . . .}, j = 1, . . . , m. (3.6)

Çäåñü âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:
Ñëó÷àé 1: y ≥ 0.

Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à (3.5), (3.6) � ýòî ðàññìîòðåííàÿ â �2 çàäà÷à î
ðþêçàêå (çäåñü ìû ìîæåì èíòåðïðåòèðîâàòü åå êàê çàäà÷ó ãåíåðèðîâà-
íèÿ ðàñêðîÿ, îáëàäàþùåãî ìàêñèìàëüíîé óñëîâíîé ñòîèìîñòüþ). Ïóñòü
z∗ � ðåøåíèå çàäà÷è (3.5), (3.6). Òàê êàê zi = ai, i ∈ Iσ, � äîïóñòèìûå
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ðàñêðîè è 〈y, ai〉 = 1 ∀i ∈ Iσ, òî 〈y, z∗〉 ≥ 1. Åñëè 〈y, z∗〉 = 1, òî xt � îïòè-
ìàëüíûé ïëàí, à σ � ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ ðàñêðîåâ. Åñëè 〈y, z∗〉 > 1,
òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàñêðîþ ak = z∗ îöåíêà ∆k > 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
ðàñêðîé ak ìîæåò áûòü ââåäåí â áàçèñ.

Ñëó÷àé 2: ñóùåñòâóåò èíäåêñ r : yr < 0.

Òàê êàê ìàòðèöà Bσ íå ìîæåò ñîäåðæàòü íóëåâîé ñòîðîêè, òî ñóùå-
ñòâóåò èíäåêñ s ∈ Iσ òàêîé, ÷òî ars ≥ 1 (íàïîìíèì, ÷òî âñå aji � öåëûå).
Òàê êàê ∆s = 0, òî, â ñèëó (3.3),

〈y, as〉 =
m∑

j=1

j 6=r

yjajs + yrars = 1.

Îòñþäà
m∑

j=1

j 6=r

yjajs − 1 = −yrars. (3.7)

Ðàññìîòðèì ðàñêðîé ak = (a1s, . . . , ar−1,s, 0, ar+1,s, . . . , ams), ïîëó÷åí-
íûé èç ðàñêðîÿ as èñêëþ÷åíèåì çàãîòîâîê r � òîãî âèäà. Î÷åâèäíî, ÷òî
ýòî � äîïóñòèìûé ðàñêðîé. Â ñèëó (3.7)

∆k = 〈y, ak〉 − 1 =
m∑

j=1

j 6=r

yjajs − 1 = −yrars > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïëàí xt � íå îïòèìàëüíûé è ðàñêðîé ak ìîæåò áûòü ââå-
äåí â áàçèñ.

Ç à ì å ÷ à í è å. Êàê â ñëó÷àå 1, òàê è â ñëó÷àå 2, ðàñêðîé, âûâîäè-
ìûé èç áàçèñà, îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ ïðàâèë ñèìïëåêñ�
ìåòîäà.
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Îòâåòû è ðåøåíèÿ

Ãëàâà 1
Óïð. 1.2. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Ïóñòü x∗ = (x∗1, . . . , x

∗
n) =

= argmax
X

f(x). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî íîìåðà j ñóùåñòâó-
åò xj ∈ Xj : fj(xj) > fj(x

∗
j). Ïîëîæèì x = (x∗1, . . . , xj, . . . , x

∗
n). Òîãäà

x ∈ X è
f(x) =

n∑
i=1

i6=j

fi(x
∗
i ) + fj(xj) >

n∑
i=1

fi(x
∗
i ) = f(x∗).

Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, x∗i = argmax
Xi

fi(xi) äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü x∗i = argmax
Xi

fi(xi), i = 1, . . . , n, x∗ =

= (x∗1, . . . , x
∗
n). Òîãäà x∗ ∈ X è

sup
X

f(x) ≥ f(x∗) =
n∑

i=1

fi(x
∗
i ) =

n∑
i=1

max
Xi

fi(xi). (i)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî x ∈ X

f(x) =
n∑

i=1

fi(xi) ≤
n∑

i=1

max
Xi

fi(xi).

Ñëåäîâàòåëüíî,

sup
X

f(x) ≤
n∑

i=1

max
Xi

fi(xi). (ii)

Èç (i) è (ii) ñëåäóåò, ÷òî

f(x∗) = max
X

f(x) =
n∑

i=1

max
Xi

fi(xi).

Óïð. 1.5. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçóåìñÿ îñíîâíîé òåîðåìîé ëè-
íåéíîé àëãåáðû, êîòîðàÿ ÷àñòî ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå àëüòåðíàòèâû Ôðåä-
ãîëüìà: äëÿ ëþáûõ ìàòðèöû A ∈ Mm,n è âåêòîðà b ∈ Rm èìååò ðåøåíèå
îäíà è òîëüêî îäíà èç ñëåäóþùèõ ñèñòåì:

Ax = b
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ëèáî
ATy = 0, 〈b, y〉 6= 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1. Ïóñòü x∗ = argmax
Ax=b

〈c, x〉. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî c 6= ATy äëÿ ëþáîãî y ∈ Rm. Òîãäà, ïî àëüòåðíàòèâå Ôðåäãîëüìà,
ñóùåñòâóåò x òàêîé, ÷òî Ax = 0, 〈c, x〉 > 0. Ïîëîæèì x = x∗ + x. Òîãäà

Ax = Ax∗ + Ax = b,

〈c, x〉 = 〈c, x∗〉+ 〈c, x〉 > 〈c, x∗〉.
Ïðîòèâîðå÷èå.

2. Ïóñòü c = ATy äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ Rm. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x, òàêîãî,
÷òî Ax = b èìååì

〈c, x〉 = 〈ATy, x〉 = 〈y, Ax〉 = 〈y, b〉 = const.

Óïð. 3.1. Ïóñòü

X = {x ∈ Rn : 〈aj, x〉 = bj, j = 1, . . . , r,

〈aj, x〉 ≤ bj, j = r + 1, . . . , m}.

1. Åñëè x � êðàéíÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà X , òî, î÷åâèäíî,

J = {j : 〈aj, x〉 = bj} 6= ∅.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ ñèñòåìû
{aj, j ∈ J} ìåíüøå n. Òîãäà îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà

〈aj, x〉 = 0, j ∈ J

èìååò ðåøåíèå x0 6= 0. Ïîëîæèì

x1 = x + εx0, x2 = x− εx0.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî x1, x2 ∈ X ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ äîñòàòî÷íî
ìàëûõ ε > 0 è, êðîìå òîãî, x = 1

2x
1 + 1

2x
2. Ïðîòèâîðå÷èå.

2. Ïóñòü x � óãëîâàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà X. Ïî îïðåäåëåíèþ, x � åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå íåêîòîðîé ñèñòåìû

〈aj, x〉 = bj, j ∈ J, (i)
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ãäå J ⊂ {1, . . . , m}, |J | = n. Äîïóñòèì, ÷òî x = λx1 + (1 − λ)x2, ãäå
x1, x2 ∈ X, x1 6= x2, λ ∈ (0, 1). Òîãäà

bj = 〈aj, x〉 = λ〈aj, x1〉+ (1− λ)〈aj, x2〉, j ∈ J.

Íî ýòî ðàâåíñòâî ìîæåò èìåòü ìåñòî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà

〈aj, x1〉 = 〈aj, x2〉 = 〈aj, x〉 = bj, j ∈ J.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî x � íååäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (i). Ïðî-
òèâîðå÷èå.

Óïð. 3.2. Îðòû ei, i = 1, . . . , n.

Óïð. 3.3. Îðòû ei, i = 1, . . . , n, è òî÷êà 0 ∈ Rn.

Óïð. 3.4.
i. x1 = (5, 0, 0), x2 = (0, 0, 5), x3 = (0, 5/2, 0).

ii. x1 = (0, 0, 0), x2 = (0, 3/2, 5/2), x3 = (5/2, 3/2, 0),

x4 = (0, 4, 0), x5 = (1, 0, 0), x6 = (0, 0, 1).

Óïð. 3.5.
i. Òî÷êà ìèíèìóìà x∗ = (0, 0), ìàêñèìóì íå ñóùåñòâóåò: sup

X
f(x) =

= +∞.

ii. Òî÷êà ìèíèìóìà x∗ = (0, 0), òî÷êà ìàêñèìóìà x∗∗ = (1, 2).
iii. Ìíîæåñòâî ïëàíîâ ïóñòî.
iv. Òî÷êà ìàêñèìóìà x∗∗ = (10, 1), ìèíèìóì íå ñóùåñòâóåò: inf

X
f(x) =

= −∞.

Ãëàâà 2
Óïð. 1.1. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå � ñóùåñòâóåò òî÷êà x ∈ X,

x 6= x, òàêàÿ, ÷òî 〈c, x〉 = 〈c, x〉. Òîãäà èç ôîðìóëû ïðèðàùåíèÿ (1.34)
ñëåäóåò, ÷òî ∑

i 6∈Iσ

∆ixi = 0.

Îòñþäà, â ñèëó (1.37),
xi = 0 ∀i 6∈ Iσ. (i)
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Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àåò, ÷òî
Ax = Bσx

σ = b,

îòêóäà xσ = B−1
σ b = xσ. Âìåñòå ñ (i) ýòî çíà÷èò, ÷òî x = x. Ïðîòèâîðå÷èå.

Óïð. 1.2.
i. x1 = (0, 1, 0), {a1, a2} è {a2, a3},

x2 = (1/2, 0, 1/2), {a1, a3}.
ii. x1 = (0, 2, 0, 0), {a1, a2}, {a2, a3} è {a2, a4},

x2 = (4/3, 0, 0, 2/3), {a1, a4},
x3 = (0, 0, 4/3, 2/3), {a3, a4}.

Óïð. 1.3.
i, iv � ïëàí x � îïòèìàëüíûé,
ii, iii � ïëàí x � íå îïòèìàëüíûé.
Óïð. 2.1. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå � ñóùåñòâóåò èíäåêñ k 6∈ Iσ òàêîé,

÷òî ∆k = 0. Ïîñòðîèì òî÷êó x ïî ïðàâèëàì (2.4), (2.5) è (2.7). Ïîñêîëüêó
xσ > 0, òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì θ > 0 òî÷êà x ≥ 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,
ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé. Â ñèëó (2.6) èìååì 〈c, x〉 = 〈c, x〉. Òàê êàê x 6= x

ýòî ïðîòèâîðå÷èò åäèíñòâåííîñòè òî÷êè x.
Óïð. 2.2.
i. sup

X
f(x) = +∞.

ii. x∗ = (0, 3, 0, 2, 0).

iii. x∗ = (9/4, 3/2, 0, 1/4).

Óïð. 2.3.
i. x∗ = (3, 2, 4, 0, 0).

ii. sup
X

f(x) = +∞.

Óïð. 5.1.
i. Ìíîæåñòâî ïëàíîâ íåïóñòî.
ii. Ìíîæåñòâî ïëàíîâ ïóñòî.
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iii. Ìíîæåñòâî ïëàíîâ íåïóñòî, îäíî èç óñëîâèé ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî çà-
âèñèìûì.

Óïð. 5.2.
i. x∗ = (7/3, 0, 0, 2/3).

ii. x∗ = (3, 0, 0, 5).

iii. Ìíîæåñòâî ïëàíîâ ïóñòî.
iv. x∗ = (0, 9, 0, 8, 5).

v. x∗ = (0, 3, 8, 0, 0).

Ãëàâà 3
Óïð. 1.1. Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à:

m∑

j=1

bjyj → min;

m∑
j=1

ajiyj ≥ ci, i = 1, . . . , s,

m∑

j=1

ajiyj = ci, i = s + 1, . . . , n,

yj ≥ 0, j = 1, . . . , r.

Óïð. 1.2.
i. x∗ = (4/5, 0, 13/5, 0), y∗ = (9/5, 13/5).

ii. x∗ = (0, 0, 11/13, 7/13, 0), y∗ = (6, 3).

iii. inf
X
〈c, x〉 = −∞, Y = ∅.

Óïð. 1.3.
i. x∗ = (2, 3/4,−9/4), y∗ = (2, 7/4, 0, 3/4, 0).

ii. x∗ = (1/5, 1,−4/5), y∗ = (0, 2, 3, 1, 0).
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Óïð. 3.1.
Îïòèìàëüíûé ïëàí � 180 áóôåòîâ òèïà A è 40 áóôåòîâ òèïà B â íåäå-

ëþ. Áóôåòû òèïà C íå ïðîèçâîäÿòñÿ.
Óñëîâíàÿ ñòîèìîñòü ðåñóðñîâ � 40 ðóá./÷åë.�÷. â ñáîðî÷íîì öåõå è 280

ðóá./÷åë.�÷. â îòäåëî÷íîì öåõå. Ðåñóðñû ðàáî÷åãî âðåìåíè íà ëåñîïèëêå
íå ÿâëÿþòñÿ äåôèöèòíûìè.

Äèàïàçîíû óñòîé÷èâîñòè ê èçìåíåíèÿì êîìïîíåíò öåëåâîãî âåêòîðà:

−40/3 ≤ δ1 ≤ 80,
−80 ≤ δ2 ≤ 40,
−∞ < δ3 ≤ 40.

Äèàïàçîíû óñòîé÷èâîñòè ê èçìåíåíèÿì êîìïîíåíò âåêòîðà îãðàíè÷å-
íèé:

−100 ≤ δ1 < +∞,

−80 ≤ δ2 ≤ 200,
−90 ≤ δ3 ≤ 40.

Óïð. 3.2.
Îïòèìàëüíûé ïëàí x∗ = (100, 0, 150, 25).

Òåíåâûå öåíû ðåñóðñîâ y∗ = (45, 10, 5).

Äèàïàçîíû óñòîé÷èâîñòè ê èçìåíåíèÿì êîìïîíåíò öåëåâîãî âåêòîðà:

−3 ≤ δ1 ≤ 5,
−∞ < δ2 ≤ 15,
−10 ≤ δ3 ≤ 30,
−20 ≤ δ4 ≤ 12.

Äèàïàçîíû óñòîé÷èâîñòè ê èçìåíåíèÿì êîìïîíåíò âåêòîðà îãðàíè÷å-
íèé:

−100 ≤ δ1 ≤ 300,
−100 ≤ δ2 ≤ 50,
−100 ≤ δ3 ≤ 100.
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Ãëàâà 4
Óïð. 1.1.
i. Ôîðìàëüíî, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è èìååò âèä:

n∑
i=1

m∑
j=1

cijxij +
n∑

i=1

dipi → min ; (1)

m∑
j=1

xij = pi , i = 1, . . . , n, (2)

n∑

i=1

xij = qj , j = 1, . . . , m, (3)

xij ≥ 0 , i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m, (4)

0 ≤ pi ≤ ri , i = 1, . . . , n. (5)

(Çäåñü ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ xij è pi). Ïîäñòàâëÿÿ pi èç (2) â (1) è
ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ (5), çàäà÷ó (1) � (5) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

n∑
i=1

m∑
j=1

(cij + di)xij → min ; (6)

m∑

j=1

xij ≤ ri , i = 1, . . . , n , (7)

n∑
i=1

xij = qj , j = 1, . . . , m , (8)

xij ≥ 0 , i = 1, . . . , n , j = 1, . . . , m . (9)

Åñëè x∗ij , i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m, � ðåøåíèå çàäà÷è (6) � (9), òî p∗i =

=
m∑

j=1
x∗ij , i = 1, . . . , n, � îïòèìàëüíûå ìîùíîñòè ïóíêòîâ ïðîèçâîäñòâà.

ii. Åñëè ìîùíîñòè pi íå îãðàíè÷åíû ñâåðõó, òî â çàäà÷å îòñóòñòâóþò
îãðàíè÷åíèÿ (7). Îáîçíà÷àÿ c′ij = cij + di, ïîëó÷èì çàäà÷ó

n∑
i=1

m∑
j=1

c′ijxij → min; (10)
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n∑
i=1

xij = qj , j = 1, . . . , m, (11)

xij ≥ 0 , i = 1, . . . , n , j = 1, . . . , m . (12)

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à (10) � (12) � ñåïàðàáåëüíàÿ: êàæäîå èç îãðà-
íè÷åíèé (11) íèêàê íå ñâÿçàíî ñ îñòàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè èç ýòîé
ãðóïïû. Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à (10) � (12) ðàñïàäàåòñÿ íà m çàäà÷ (äëÿ
j = 1, . . . , m)

n∑

i=1

c′ijxij → min ;

n∑
i=1

xij = qj , xij ≥ 0 , i = 1, . . . , n.

Ðåøåíèå êàæäîé èç ýòèõ çàäà÷ î÷åâèäíî:

x∗ij =

{
qj , i = i∗(j)
0 , i = 1, . . . , n, i 6= i∗(j) ,

ãäå
i∗(j) = argmin

i=1,n
c′ij .

Óïð. 1.2. Âñþäó íèæå X∗ � îïòèìàëüíûé ïëàí, f∗ � ìèíèìàëüíûå
òðàíñïîðòíûå èçäåðæêè.

i. X∗ =




0 20 0 6
0 8 6 0
16 0 0 14


 , f∗ = 1552 ;

ii. X∗ =




16 20 7 18
0 0 19 0
0 15 0 0


 , f∗ = 2840 ;

iii. X∗ =




0 18 6 0
16 20 0 0
0 14 0 4


 , f∗ = 2080 ;

iv. X∗ =




4 4 1 12
0 0 3 0
2 0 0 0


 , f∗ = 430 ;
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v. X∗ =




0 0 60 80
20 80 0 0
60 0 0 0


 , f∗ = 780 ;

vi. X∗ =




0 0 10 70
10 50 40 0
70 0 0 0


 , f∗ = 720 ;

vii. X∗ =




0 110 60 0
125 0 0 0
55 0 0 40


 , f∗ = 1675 ;

viii. X∗ =




120 0 0 40
0 0 60 0
0 40 0 40


 , f∗ = 540 ;

ix. X∗ =




3 0 0 0 12
8 7 0 0 0
0 4 0 11 0
0 0 11 0 4


 , f∗ = 542 ;

x. X∗ =




0 18 0 0 2
0 0 0 19 1
19 0 0 0 1
0 1 19 0 0


 , f∗ = 684 .
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