Материалы к курсу
“Вариационное исчисление и методы оптимизации”
 (проф. Дыхта В.А.)

Основные вопросы 
(доказательного плана или требующие развернутого изложения)
1. Теорема Вейерштрасса (формулировка) и её следствия (с доказательством).

2. Расстояние от точки до множества. Условия существования наилучшего приближения элементами данного множества.

3. Проекция точки на множество и условия её существования. Связь с наилучшим приближением элементами данного множества.

4. (*)  Проекция точки на множество. Необходимое и достаточное условие характеризирующее проекцию и его геометрическая интерпретация. 

Указание: свести нахождение проекции к решению гладкой выпуклой задачи оптимизации  с последующим применением критерия минимума гладкой функции на выпуклом множестве.
5. Исследование на безусловный экстремум квадратичной формы.

6. Исследование на условный экстремум квадратичной формы на сфере.

7. Производная по направлению. Направления спуска и подъема функции в точке. . Направления наискорейшего спуска и подъема (случай гладкой функции).
8. (*)  Доказать следующее достаточное условие безусловного локального минимума первого порядка: если f(x) непрерывно дифференцируема на всем множестве и существует такая окрестность 
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 - точка локального (соответственно, строго локального) минимума.
Указание: для произвольного 
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и применить  теорему Лагранжа о конечных приращениях.

9. Выпуклые множества. Описание выпуклого множества через выпуклые комбинации его точек.
10. Выпуклые множества и операции с ним, и сохраняющие выпуклость (с доказательством).
11. Выпуклые функции и неравенство Иенсена. Вогнутые функции.

12. Выпуклые функции. Критерий выпуклости гладкой функции. 

13. Выпуклые функции. Критерий выпуклости дважды гладкой функции.

14. Связи выпуклых функций и множеств. Аналоги для вогнутых функций.

15. Минимизация негладкой функции на выпуклом множестве: допустимые направления к выпуклому множеству в данной точке; необходимое условие минимума через через производную по направлению.
16. Минимизация гладкой функции  на выпуклом множестве: Необходимое условие минимума (вывод из соответствующего условия для негладкой функции)  и геометрическая интепретация.

17. Основные  свойства выпуклых задач оптимизации.
18.  Необходимое и достаточное условие минимума гладкой выпуклой функции на 
[image: image8.wmf]n
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 и на выпуклом множестве.
19. Субградиент и субдифференциал выпуклой функции. Необходимое и достаточное условие минимума негладкой выпуклой функции. Необходимое и остаточное условие минимума негладкой выпуклой функции  на 
[image: image9.wmf]n

R

 и на выпуклом  множестве.

20. Принцип Лагранжа в гладких задачах математического программирования (формулировка с комментариями); функция Лагранжа и наборы множителей Лагранжа; множество активных индексов в точке; формулировка принципа; стационарные точки ( в том числе нормальные и анормальные); нормировка множителей Лагранжа. 

Примечание 1. Звездочкой (*) отмечены вопросы повышенной трудности.

Примечание 2. Рекомендуется составить список используемых понятий, обозначений и определений. Их «расшифровка» составит  предмет предварительного опроса (по образцу коллоквиума). 

Необходимые и достаточные условия локального минимума в задачах математического программирования 
(справочный обзор)
1. Задача безусловной минимизации:
[image: image10.png]f(x) > min,x €ER"; f€C>





Необходимые условия: [image: image12.png]% € locmin (f,R") =




1.1.  В точке [image: image14.png]


 нет направлений спуска, т.е. [image: image16.png]3 heR™:(Vf(x),h) <0



.
1.2. [image: image18.png]vV h €R" dynkuus ¢(a)




имеет локальный минимум в точке [image: image20.png]


 

1.3. Теорема Ферма: [image: image22.png]


 стационарна, т.е. [image: image24.png]VFE =0 (~f(®=0, i





1.4. Квадратичное условие: [image: image26.png]


 стационарна и
[image: image28.png]=A{fex(Dh,h) =0 VYh €R”




.

Достаточные условия: [image: image30.png]


 стационарна и
[image: image31.png]d’f(x;h) >0 Yh €R", h#0=




[image: image32.png]% € str locmin(f, R").





2. Задача на условный экстремум
[image: image33.png]



[image: image34.png]x € D ={x € R"[g(x) = (g,(x), ., g,n (x)) = O}.




· [image: image36.png]g, EC°,XED



;
· [image: image38.png]— HOpManeHas Touka ~ rk g, (¥) =m, T.e.rpaAueHTE! OrpaHIieHuit B TOUKe X



  линейно независимы;
· Общая функция Лагранжа 
[image: image39.png]LGod) = Aof () + ) 210,(x), 2= (oo ),
A




при [image: image41.png]


нормальная;
· [image: image43.png]¥ — craumonapra ~ 34 # 0: L (%,4) = 0;





· вектор [image: image45.png]h ER"



 касательный к множеству D в нормальной точке [image: image47.png]


, если [image: image49.png]


 удовлетворяет линеаризованным (в [image: image51.png]


) ограничениями задачи – 

[image: image52.png]g.(D)h=0 (~ hE€ ker g (%) ~(Vg,(%),h) (Vg,,(%),h) = 0).





Необходимые условия 1-го порядка:  [image: image54.png]% € loc min (f,D) =




2.1. В нормальной точке [image: image56.png]


 нет направлений спуска функции f, касательных к  D в точке [image: image58.png]


, т.е. не совместна линейная система

[image: image59.png](Vf(x).hy <0, g, (%)




2.2. Принцип Лагранжа: [image: image61.png]% CTalMOHAaPHAA TOYKA



 (причем с единственным набором множителей  [image: image63.png]


 в нормальном случае и с набором вида  
[image: image65.png]


 в анормальном).
Необходимые условия 2-го порядка требуют введения дополнительных объектов:

· [image: image67.png]A(x) —



множество всех наборов Лагранжа, с которыми [image: image69.png]


 удовлетворяет принципу Лагранжа и нормированных, например, условием [image: image71.png]4 1=1;




 если [image: image73.png]


нормальная точка, то [image: image75.png]A(X)

=(LAg s Am)}—



 состоит из одной точки;
· [image: image77.png]


 конус критических направлений в точке [image: image79.png]


, который задается линейными условиями
[image: image80.png](Vf(x).hy =0,  g.(&)





· [image: image82.png]w(%; h) —



верхняя огибающая (максимум) по [image: image84.png]A € A(%)



 вторых дифференциалов функции Лагранжа в точке [image: image86.png]


, т.е.

[image: image87.png]= d’L(%;2; h)
(%) = max,





(это уже не квадратичная форма, если[image: image89.png]A(D)



 состоит более чем из одной точки!)

2.3. Квадратичные необходимые условия локального минимума (а) – упрощенный, нор-мальный случай):

а) [image: image91.png]


 стационарная и, в случае нормальности,

[image: image92.png]d*L(;
T;Ah)
=
0





на всех касательных векторах к множеству D в  [image: image94.png]


 (т.е. [image: image96.png]Vh € ker g, (%)



); 

б) в общем случае [image: image98.png]


 стационарна и

[image: image99.png]w(¥;h) =20 Vh € K(Z).




2.4. [image: image101.png]


Квадратичные достаточные условия строгого локального минимума (получаются уси-лением условия 2.3):

а) [image: image103.png]


 стационарная и, в случае нормальности,

[image: image104.png]d*L(;
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б) в общем случае [image: image106.png]


 стационарна и

[image: image107.png]w(¥;h) >0 VheEK(E), h=#0





(если [image: image109.png]K(x) = {0} —



не содержит нетривиальных векторов, - то это условие считается выполненным автоматически).
3. Задача оптимизации с ограничениями типа неравенства
[image: image110.png]fo(x) = min,




[image: image111.png]x€D={x ER"fy(x) =

fre(x) =0},




где все [image: image113.png]€C? TED.





· Функция Лагранжа

[image: image114.png]L(x,a) @ fi(), a= (ag - @)





· [image: image116.png]1=i<klfi(x)=0} u{o}—




множество индексов ограничений, активных в точке [image: image118.png]


, дополненное индексом «0» целевой функции; обычно [image: image120.png]I(x)



 называют просто множеством активных индексов;
Необходимые условия 1-го порядка: [image: image122.png]% € loc min (fy, D) =




3.1. Не существует направления спуска в [image: image124.png]


, общего для всех «активных» [image: image126.png]


, т.е. не совместна следующая система строгих линейных неравенств
[image: image127.png](Vfi(x),h) <0, PEI(





3.2. Редукция к негладкой задаче оптимизации без ограничений: функция
[image: image128.png]F(x) = max{fy(x) — f5(2), fi(x), ., fi(x)}





имеет безусловный локальный минимум в [image: image130.png]


.

3.3. Принцип Лагранжа: [image: image132.png]


 вектор [image: image134.png]a € R**



, такой, что выполняются условия:
[image: image135.png]a # 0 (HeTpuBHManeHOCTE); @ = 0 (HeoTpHUATENBHOCTS)





[image: image136.png]a;f(£) =0anai€ {1,..,k} (Rononusioman HeXeCTKOCTE);





[image: image137.png]



· [image: image139.png]A(x) —



множество всех наборов множителей Лагранжа [image: image141.png]


, с которыми [image: image143.png]


 удовлетворяет принципу Лагранжа и нормированных условием
[image: image144.png]




(вместо «1» можно брать любое число > 0).

Принцип Лагранжа [image: image146.png]


 условию [image: image148.png]A(x) #= 0.




Если он выполнен, то [image: image150.png]


 называется стационарной точкой задачи.

Условия 2-го порядка

· [image: image152.png]


 конус критических направлений в точке [image: image154.png]


, который задается системой нестрогих линейных неравенств
[image: image155.png](Vfi(x),hy <0, i€l(





· [image: image157.png]w(%; h) —



 максимум по [image: image159.png]a € A(%)



 вторых дифференциалов функции Лагранжа в точке [image: image161.png]


, т.е. 
[image: image162.png](% h) = max d*L(%;a;h)




3.4. Квадратичная необходимость: [image: image164.png]


 стационарна и 
[image: image165.png]



3.5. Квадратичная достаточность для строгого локального минимума в [image: image167.png]


: [image: image169.png]


 стационарна и
[image: image170.png]w(¥;h) >0 VYh €K(X), h=#0.




5. Безусловная минимизация функции максимума (негладкая задача без ограничений)

[image: image171.png]F(x) »min, x€R",





где [image: image173.png]F(x) = max{fy(x), ..., i, (x)}, Bee f; €C™.






[image: image175.png]


 не дифференцируема в общем случае, но имеет производную по любому направлению, которое вычисляется по формуле
[image: image177.png]F' (% h) = max;¢;((Vf; (%), h)



,


где [image: image179.png]ilf(x) =F(@)}—




множество активных индексов в [image: image181.png]


.
5.1. Редукция к гладкой задаче с ограничениями-неравенствами (ср. с 3.1): рассматрива-емая задача эквивалентна следующей задаче в [image: image183.png]R"*1



:
[image: image184.png]y — min,






[image: image186.png]


 применимость к данной негладкой задаче всех условий для задачи 3. В частности отсюда (или из формулы для производной по направлению) выводится

5.2. Необходимое условие локального минимума в [image: image188.png]


:

[image: image190.png]3 eextop a = (a;), i €1(%)



, такой, что

[image: image191.png]a>0,a%0, z @ Vf(® =0
L





(для [image: image193.png]i € I(X) MoxHO cumuTaTh @; = 0



).

6. Задача выпуклого программирования

[image: image194.png]fo(x) = min,




[image: image195.png]xeD={x|fi(x)=0, i





где все [image: image197.png]


выпуклые функции на [image: image199.png]


, [image: image201.png]


выпуклое множество в [image: image203.png]


.

· Функция Лагранжа

[image: image204.png]L
L(x,a) Za,f,(x), aE R




Теорема Куна-Таккера:

1. Необходимость. Если [image: image206.png]


решение задачи, т.е. [image: image208.png]% € absmin(f;, D)



, то существует набор множителей Лагранжа [image: image210.png]


, такой, что выполняются условия:
а)  [image: image212.png]a#0,az=0, af(¥)=0i=





б) [image: image214.png]L(x,a) = min, .. L(x, a)



 ([image: image216.png]


принцип минимума).

2. Достаточность. Если в наборе [image: image218.png]


 множитель [image: image220.png]@y # 0



 (выполнено условие нормальности), то [image: image222.png]


решение задачи.

3. Условие регулярности Слейтера, гарантирующее нормальность:

[image: image223.png]3 Toukax’ € C, AnaAxoTopoii f;(x;) < 0,




[image: image225.png]k (orpanmienna — HepaBeHCTEA He aKTHEHEI B X )




.

При выполнении условия регулярности Слейтера эта теорема переформулируется в форме теоремы о седловой точке нормальной функции Лагранжа:

[image: image226.png]L
G0 = i)+ ) AfiC), A€ R
o




[image: image227.png]&, monaraercs paeHeiM 1,a Habop (ay, ..., @;) nepeoBoznauaerca sepes




[image: image228.png]



Теорема Куна-Таккера о седловой точке. 

Если выполнено условие Слейтера, то следующие условия равносильны:

1) [image: image230.png]


решение задачи;

2) существует вектор [image: image232.png]v



, такой, что точка [image: image234.png]


 является седловой точкой нормальной функции Лагранжа на множестве [image: image236.png]CxR¥



, т.е.
[image: image238.png]max; ,, 1(%,4)



.

· Левое равенство означает, что [image: image240.png]


является решением выпуклой задачи без ограничений-неравенств

[image: image241.png]I(x,4) > min, x€C




(при [image: image243.png]


это задача без ограничений). Более того, из него следуют условия дополняющей нежесткости.
Коллоквиум №1 
1. Формальное описание общей задачи оптимизации (с пояснением обозначений).
2. Почему эта задача называется конечномерной?
3. Определение точки локального минимума (на языке окрестностей). Переформулировка на языке последовательностей.
4. Связь между задачами на минимум и максимум.
5. Определение точки глобального максимума. Переформулировка на языке последователь-ностей.

6. Определения допустимой и квазидопустимой последовательностей.

7. Определение минимизирующей последовательности.

8. Какие задачи на минимум называют корректно поставленными (устойчивыми по воз-мущению ограничений)?

9. Определение субоптимальной ([image: image245.png]


-оптимальной) точки в задаче на минимум.

10. То же, что в 9, для задачи максимизации.

11. Перечислить три возможные причины отсутствия решения в задаче оптимизации.

12. Теорема Вейерштрасса.

13. При каких условиях квадратичная форма [image: image247.png]Q(x) = x'Ax



 имеет безусловный экстремум (минимум и максимум)?
14. Следствие из теоремы Вейерштрасса (связанное с поведением целевой функции на бесконечности).
15. Свойство однородности квадратичной формы [image: image249.png]Q(x)



.

16. Как связаны величины

[image: image250.png]min Q (x) 1 min Q(x)?




17. Продолжить запись:

[image: image251.png]minQ()= s maxQ() =




18. Условие сильной положительности (отрицательности) квадратичной формы [image: image253.png]Q(x).




19. Какие задачи оптимизации называют выпуклыми?

20. Основное свойство выпуклых задач оптимизации.

21. Определение производной по направлению.

22. Производная по направлению гладкой функции.

23. Направления спуска и подъема функции в точке.

24. При каком условии гладкая функция имеет направление спуска (подъема) в данной точке? (Считать [image: image255.png]


) Каково направление наискорейшего подъема функции в точке?
Контрольная работа по теме 
«Условия локального экстремума в задачах с ограничениями»
 (образец)

1. Показать, что знакоопределённость квадратичной формы
                                                   [image: image257.png]Q(x) = axi + 2bx,x; +cx3, x = (%3, %)





можно исследовать через её значения на окружности единичного радиуса в [image: image259.png]R*



(т.е. через её след на окружности [image: image261.png]


).     Указание. Преобразовать форму [image: image263.png]


 к полярным координатам.
2. Пусть:
[image: image264.png]Q(x) = max, a;(x)

b





– максимум из 4-х квадратичных форм на  [image: image266.png]


:

[image: image267.png]q,(x) = 2x3%;, q,(x) =x§ —x3, q3(x) = —q4(x), q4(x) = —q,(x)





Показать, что [image: image269.png]Q(x) > 0 ma R*\{0}



, хотя ни одна из форм [image: image271.png]q;



 не является даже неотрицатель-но определённой. Более того, доказать, что имеет место оценка: ∃ такое с >0,  что [image: image273.png]Q(x) =cllxI* Vvx € R*\{0}.



      Указание. Воспользуйтесь указанием к задаче 1.

3. Решить задачу с ограничениями-неравенствами (в [image: image275.png]


):

[image: image277.png]x, = min;  —xy + q,(x5,x3) <0,




 ,

     где [image: image279.png]q; (x5, %3) —



 квадратичные формы из задачи 2. Описать множество наборов Лагранжа для решения этой задачи.

4. Решить негладкую задачу безусловной оптимизации: 


[image: image280.png]Q(x) = max q,(x) » min;  x=(x,%;) ERY,




где [image: image282.png]q;



 [image: image284.png]


 формы из задачи 2.

5.  a) Доказать, что точка [image: image286.png]


 глобально оптимальна в следующей негладкой задаче в [image: image288.png]


:
[image: image289.png]F(x) = max{f,(x), f,(x)}— min;g(x)=





          где [image: image291.png](xy,%5), filx) = x5 +x3, fo(x) = 2x3x5, g(x) = 2, + x, — 1.





     б) Показать, что локальный минимум в [image: image293.png]


 в негладкой задаче пункта а) имеет место тогда и    только тогда, когда [image: image295.png]


 точка локального минимума в гладкой задаче

[image: image297.png]


,

          где [image: image299.png]m = F(Z) = min F(D) = 1/2



.

     в) Найти множество [image: image301.png]A(%)



 нормированных множителей Лагранжа для точки [image: image303.png]


 в гладкой задаче пункта б).

Зачетная (сводная) контрольная по теории
 (образец)

1. Доказать, что функция [image: image305.png]flx,y) = (y—x7)(y — 3x7)



 имеет в точке [image: image307.png]


 строгий локальный минимум вдоль любой проходящей через неё прямой, но локального минимума на [image: image309.png]


 в точке [image: image311.png]


 не имеет.

2. Доказать следующее достаточное условие глобального минимума 1-го порядка:
если в задаче [image: image313.png]f(x) > min;x€ D cR"rae f€ C*', uD



выпукло, для точки [image: image315.png]T€D



 выполняется неравенство

                                                      [image: image317.png]<Vf(x),f—x><0  Vx€ED,



                                            (1)

то [image: image319.png]


 – точка глобального минимума. Если неравенство (1) – строгое [image: image321.png]VX € D,x # X%,



 то [image: image323.png]


 точка строгого глобального минимума. Дать интерпретацию этому условию.

3. Вывести из утверждения задачи 2 достаточное условие локального (строгого локального) минимума для задачи безусловной минимизации.

4. Доказать, что в квадратичной невыпуклой задаче оптимизации


[image: image324.png]1
f(x) =5x'ax+b'x > min; I xI=1 (x€R")





с симметричной произвольной матрицей А и вектором b ≠ 0 имеют место следующие необходимые и достаточные условия глобального минимума в точке [image: image326.png]


:

[image: image328.png]3 1ncno A Takoe, 4ToO:



 
       а) [image: image330.png](A+AE)x+b=




; 

       б) [image: image332.png]A+IE



 положительно определена.

Указание. Используйте сначала известные условия локального минимума. Глобальную достаточность можно получить из простейшего достаточного условия в терминах функции Лагранжа соответствующей гладкой задачи условной минимизации. При доказательстве необходимости используйте (точную) формулу приращения целевой функции в точке [image: image334.png]


(теорему Лагранжа о конечных приращениях) и условие а).

5. а) Доказать, что точка [image: image336.png]


 глобально оптимальна в следующей негладкой задаче 
в [image: image338.png]


:

[image: image339.png]F(x) = max{f,(x), f,(x)} - min; g(x)





      где [image: image341.png](2, x5), () = 2" + x5, folx) = 2x3%5, g(x) = x; + %,





б) Показать, что локальный минимум в [image: image343.png]


 в негладкой задаче пункта а) имеет место тогда и только тогда, когда [image: image345.png]


точка локального минимума в гладкой задаче

[image: image346.png]



       где [image: image348.png]m = F(Z) = min F(D) = 1/2



.

в) Найти множество [image: image350.png]A(%)



 нормированных множителей Лагранжа для точки  [image: image352.png]


 в гладкой задаче пункта б).
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