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Ïðåäèñëîâèå

Ñîâðåìåííûå áàçîâûå êóðñû ìàòåìàòèêè äëÿ ýêîíîìèñòîâ ñòðîÿòñÿ íà
ïîñëåäîâàòåëüíîì èçó÷åíèè ìåòîäîâ àíàëèçà ñòàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, âêëþ-
÷àþùèõ îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ëèíåéíîé àëãåáðû è îïòèìè-
çàöèè, à çàêàí÷èâàþòñÿ ìåòîäàìè àíàëèçà äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé. Äè-
íàìèêà â òðàêòîâêå ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äî-
âîëüíî îáøèðíûé ðàçäåë ìàòåìàòèêè, ïîçâîëÿþùèé îïèñûâàòü è èññëå-
äîâàòü ðàçâèâàþùèåñÿ âî âðåìåíè ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèå ïðîöåññû ñ
ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìûõ ðàçíîñòíûõ è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
è ñèñòåì òàêèõ óðàâíåíèé.

Ìåæäó òåì, äîñòóïíàÿ ðîññèéñêèì ñòóäåíòàì-ýêîíîìèñòàì ó÷åáíàÿ
ëèòåðàòóðà îãðàíè÷èâàåòñÿ èçëîæåíèåì ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïðîñòåéøèõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ) è, â ëó÷øåì
ñëó÷àå, � ëèíåéíûìè ðàçíîñòíûìè óðàâíåíèÿìè (òåõ æå ïîðÿäêîâ). Äëÿ
ñòóäåíòîâ, ñïåöèàëèçèðóþùèõñÿ â îáëàñòè ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè, ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â ýêîíîìèêå, ýòîãî ÿâíî íåäîñòàòî÷íî, ïîñêîëüêó
â ïîñëåäíèå òðè äåñÿòèëåòèÿ àêöåíò â äèíàìèêå ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì
ÿâíî ñìåñòèëñÿ ñòîðîíó êà÷åñòâåííûõ ìåòîäîâ àíàëèçà äèíàìè÷åñêèõ
ìîäåëåé. Ýòî ñìåùåíèå òåñíî ñâÿçàíî ñ îñîçíàíèåì âàæíîñòè íåëèíåéíûõ
ìîäåëåé äëÿ áîëåå àäåêâàòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñòîëü ñëîæíûõ ñèñòåì,
êàê ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèå. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå íåëèíåéíûõ ìî-
äåëåé (êàê äèôôåðåíöèàëüíûõ, òàê è, îñîáåííî, ðàçíîñòíûõ) ìîæåò áûòü
íàéäåíî â ïî÷òè èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ è ïîýòîìó íà ïåðâûé ïëàí
âûäâèãàþòñÿ êà÷åñòâåííûå ìåòîäû è ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû íà êîì-
ïüþòåðå, íîñÿùèå ïîèñêîâûé, èññëåäîâàòåëüñêèé õàðàêòåð.

Äðóãîå íå ìåíåå âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî � îòêðûòèå íåîæèäàííûõ
ýôôåêòîâ âîçíèêíîâåíèÿ âåñüìà ñëîæíîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé íåëèíåé-
íûõ äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé, àïîôåîçîì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàå-
ìûé õàîñ, íàáëþäàþùèéñÿ óæå â îäíîìåðíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèÿõ.
Ïîäîáíûå ÿâëåíèÿ íå ìîãóò èãíîðèðîâàòüñÿ ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäå-
ëèðîâàíèè è çàñòàâëÿþò ïåðåîñìûñëèòü ìíîãèå ïàðàäèãìû ïðèìåíåíèÿ
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ê àíàëèçó ýêîíîìèêè (íàïðèìåð, äîâåðèå ê ýêî-
íîìè÷åñêèì ìîäåëÿì; ñì. ïî ýòîìó ïîâîäó êíèãó [6]).

Ïðåäëàãàåìîå ïîñîáèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ââîäíîãî êóð-
ñà "Äèíàìè÷åñêèå ìîäåëè â ýêîíîìèêå"äëÿ ñòóäåíòîâ ýêîíîìè÷åñêèõ
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ñïåöèàëüíîñòåé âóçîâ. Çà èñêëþ÷åíèåì ïåðâîé ãëàâû, ñîäåðæàùåé áîëü-
øîå ÷èñëî ðàçíîïëàíîâûõ ïðèìåðîâ ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ ìîäåëåé,
å¼ ñîäåðæàíèå îãðàíè÷åíî ðàçíîñòíûìè è äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâ-
íåíèÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ îäíîé ïåðåìåííîé ñîñòîÿíèÿ (îäíîìåðíû-
ìè ìîäåëÿìè) ñ óïîðîì íà êà÷åñòâåííûå ìåòîäû (ôàçîâûå äèàãðàììû,
ëîêàëüíàÿ è ãëîáàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü òî÷åê ðàâíîâåñèÿ, áèôóðêàöèÿ,
âîçíèêíîâåíèå õàîñà â äèñêðåòíûõ ìîäåëÿõ). Áóäó÷è äîïîëíåí òåîðèåé
ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿäêà è
àíàëèçîì äâóìåðíûõ ìîäåëåé, îí âïîëíå ìîæåò ñîñòàâèòü öåëüíûé ñå-
ìåñòðîâûé êóðñ îáúåìîì â 36 ëåêöèîííûõ è 18 (èëè 36) ñåìèíàðñêèõ
÷àñîâ. Â ïîñîáèå âêëþ÷åíî áîëüøîå ÷èñëî çàäà÷, ìíîãèå èç êîòîðûõ íå
òðèâèàëüíû ïî ïîñòàíîâêå âîïðîñîâ è àíàëèçó (â ðÿäå ñëó÷àåâ � ñ ïî-
ìîùüþ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ íà êîìïüþòåðå, õîòÿ òåõíîëîãèÿ ÷èñ-
ëåííîãî àíàëèçà íå çàòðàãèâàåòñÿ â ïîñîáèè). Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî äåëàåò
èçëîæåíèå ïðàêòè÷åñêè çàìêíóòûì. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ìèíèìàëåí è
ïðîäèêòîâàí òðåáîâàíèåì äîñòóïíîñòè; ìíîãèå ïðåêðàñíûå ó÷åáíèêè ïî
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ìîãëè áû åãî ðàñøèðèòü, íî, ÷òî êàñà-
åòñÿ ðàçíîñòíûõ, òî òàêîå ðàñøèðåíèå ïðîáëåìàòè÷íî.
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Ãëàâà 1

Ââåäåíèå è ïðèìåðû

äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé

â ýêîíîìèêå

Ðàçâèâàþùèåñÿ âî âðåìåíè ïðîöåññû ïðèíÿòî íàçûâàòü äèíàìè÷åñêèìè,
ðàâíî êàê è îïèñûâàþùèå èõ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè. Âñå ïåðåìåííûå â
äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëÿõ â îáùåì ñëó÷àå çàâèñÿò îò âðåìåíè (t) , êîòîðîå
âûñòóïàåò â êà÷åñòâå íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé. Ðàçëè÷àþò äèíàìè÷åñêèå
ìîäåëè ñ äèñêðåòíûì è íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, ò.å. äèñêðåòíûå è íåïðå-
ðûâíûå ìîäåëè. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ äèñêðåòíûå ìîäåëè îïè-
ñûâàþòñÿ òàê íàçûâàåìûìè ðàçíîñòíûìè óðàâíåíèÿìè è ñèñòåìàìè,
à íåïðåðûâíûå � äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè è ñèñòåìàìè. Ìû
íà÷íåì ñ íåôîðìàëüíîãî çíàêîìñòâà ñ òàêèìè óðàâíåíèÿìè è ñâÿçÿìè
ìåæäó íèìè.

1.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ î äèôôåðåí-

öèàëüíûõ è ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèÿõ

Íàì áóäåò óäîáíî ðàçáèòü èçëîæåíèå íà ìèêðîïóíêòû.

1. Äèôôåðåíöèàëüíûìè íàçûâàþò óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ñîäåðæàò íåèç-
âåñòíóþ ôóíêöèþ è íåêîòîðûå åå ïðîèçâîäíûå. Ïðè ýòîì, åñëè íåèçâåñò-
íàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò îò ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòà, òî äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå íàçûâàþò îáûêíîâåííûì, à åñëè îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ,
òî � äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Â äàëü-
íåéøåì ìû áóäåì èìåòü äåëî òîëüêî ñ îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëü-
íûìè óðàâíåíèÿìè, íå îãîâàðèâàÿ ýòî îñîáî.
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Ïîðÿäêîì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàþò íàèâûñøèé ïîðÿ-
äîê ïðîèçâîäíîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ âõîäèò â äàííîå óðàâ-
íåíèå. Òàêèì îáðàçîì, áûâàþò äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ 1-ãî, 2-ãî
è âîîáùå ïðîèçâîëüíîãî n-ãî ïîðÿäêà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç t íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ è áóäåì èíòåðïðåòèðî-
âàòü åå êàê íåïðåðûâíî èçìåíÿþùååñÿ âðåìÿ. Íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ
îáîçíà÷èì ÷åðåç y(t), à åå ïðîèçâîäíûå � îáû÷íûìè ñèìâîëàìè

y′(t) =
dy(t)

dt
, y′′(t) =

d2y(t)

dt2
, . . . , y(n)(t) =

dny(t)

dtn

Èñïîëüçóÿ ýòè îáîçíà÷åíèÿ, ïðèâåäåì ñëåäóþùèå ïðèìåðû äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (àðãóìåíò t ó ôóíêöèè y(t) äëÿ êðàòêîñòè îïóñ-
êàåì):

à) y′ = t − 1; ã) y′′ = 1 − 2t;

á) y′ = 0.2ty + 3; ä) y′′ + 2y = 0;

â) y′ = y2; e) (y′′)3 − t2y = sin t.

(1.1)

Çäåñü â ëåâîì ñòîëáöå âûïèñàíû äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ 1-ãî ïî-
ðÿäêà, à â ïðàâîì � 2-ãî. Íåêîòîðûå èç íèõ íå ñîäåðæàò ÿâíî íåçàâè-
ñèìîé ïåðåìåííîé (t) è èõ íàçûâàþò àâòîíîìíûìè (ýòî óðàâíåíèÿ â) ,
ä)); îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåàâòîíîìíûìè.

Ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà íà íåêîòîðîì
ïðîìåæóòêå I íàçûâàþò ëþáóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ:

a) îïðåäåëåíà íà I ;
á) èìååò íà I âñå ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà n âêëþ÷èòåëüíî;
â) ïîäñòàíîâêà êîòîðîé (âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè) â äàííîå óðàâíåíèå

ïðèâîäèò ê òîæäåñòâó (íà ïðîìåæóòêå I) .

Íàïðèìåð, óðàâíåíèÿ à), ã) ÿâëÿþòñÿ ñòîëü ýëåìåíòàðíûìè, ÷òî èõ
îáùèå ðåøåíèÿ íàõîäÿòñÿ áåç çíàíèÿ ñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ îáû÷íûì èí-
òåãðèðîâàíèåì:

äëÿ à) � ýòî

y(t) =
t2

2
− t + C, (1.2)

ãäå t ∈ R, à C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ;
äëÿ ã) �

y(t) =
t2

2
− t3

3
+ C1t + C2, (1.3)
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ãäå t ∈ R, à C1, C2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå (ïðàâàÿ ÷àñòü â ã) ïðî-
èíòåãðèðîâàíà äâàæäû). Òàêèì îáðàçîì, ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò áåñ÷èñ-
ëåííîå ìíîæåñòâî ÷àñòíûõ ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì ïðî-
èçâîëüíûì ïîñòîÿííûì.

Ñóùåñòâîâàíèå áåñ÷èñëåííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ó äèôôåðåíöèàëü-
íûõ (è ðàçíîñòíûõ) óðàâíåíèé � ýòî òèïè÷íîå ñâîéñòâî. Ïîýòîìó äëÿ
âûäåëåíèÿ ÷àñòíûõ ðåøåíèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ èíòåðåñ, òðåáóåòñÿ çàäà-
íèå äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé. Íàèáîëåå âàæíûìè ÿâëÿþòñÿ òàê íàçû-
âàåìûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, êîòîðûå äëÿ óðàâíåíèé 1-ãî ïîðÿäêà èìåþò
âèä

y(t0) = y0,

ãäå t0, y0 � çàäàííûå ÷èñëà, à äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 2-ãî
ïîðÿäêà �

y(t0) = y0, y′(t0) = y1,

(òðåáóåòñÿ äâà óñëîâèÿ � äëÿ ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíîé).

Íàïðèìåð, åñëè â (1.1) óðàâíåíèå à) ðàññìîòðåòü ñ íà÷àëüíûì óñëî-
âèåì y0 = 0, òî èç îáùåãî ðåøåíèÿ (1.2) íàõîäèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå

çíà÷åíèå C = 0 è ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è y(t) =
1

2
t2 − t. Àíàëîãè÷-

íî, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ã) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìèy y(0) = 0, y′(0) = 1

âûäåëÿåòñÿ èç îáùåãî ðåøåíèÿ (1.3) è èìååò âèä y(t) =
1

2
t2 − 1

3
t3 + t

(C1 = 1, C2 = 0).

2. Ðàçíîñòíûìè íàçûâàþò óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ñîäåðæàò çíà÷åíèÿ
íåèçâåñòíîé ôóíêöèè öåëî÷èñëåííîãî àðãóìåíòà, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàçëè÷-
íûì ïåðèîäàì âðåìåíè (åñëè, êîíå÷íî, â êà÷åñòâå àðãóìåíòà âûñòóïà-
åò äèñêðåòíî ìåíÿþùååñÿ âðåìÿ t = 0, 1, 2, . . .). Ïîðÿäêîì ðàçíîñòíîãî
óðàâíåíèÿ íàçûâàþò íàèáîëüøóþ ðàçíîñòü ìåæäó íîìåðàìè ïåðèîäîâ,
ñ êîòîðûìè íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ âõîäèò â äàííîå óðàâíåíèå.

Íàïðèìåð, ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå

y(t + 1) = 2y(t) − 1

2
(1.4)

èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê, à óðàâíåíèå

y(t + 2) − 2y(t) = 6 (1.5)

� âòîðîé.
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Ðåøåíèå ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷èñëîâóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {y(t)}, t = 0, 1, . . . , êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò äàííî-
ìó óðàâíåíèþ. Äëÿ âûäåëåíèÿ êîíêðåòíîãî, ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ðàçíîñò-
íîãî óðàâíåíèÿ çàäàþòñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ÷èñëî êîòîðûõ ñîâïàäà-
åò ñ ïîðÿäêîì óðàâíåíèÿ. Îáû÷íî ýòè óñëîâèÿ � çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ðÿäå ïåðâûõ ïåðèîäîâ: äëÿ óðàâíåíèÿ 1-ãî ïî-
ðÿäêà íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èìåþò âèäy y(0) = y0, äëÿ 2-ãî ïîðÿäêà �
y(0) = y0, y(1) = y1, � è ò.ä.

Ñ íåêîòîðûìè ïðèåìàìè íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé ïðîñòåéøèõ ðàçíîñò-
íûõ óðàâíåíèé 1-ãî ïîðÿäêà ÷èòàòåëü, âåðîÿòíî, óæå çíàêîì ïî òåîðèè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ñì., íàïðèìåð, [3] ). Ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî íàéòè
îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.4)

y(t) =
1

2
+

(
C − 1

2

)
2t, C = y0,

à ÷òî æå êàñàåòñÿ óðàâíåíèÿ (1.5), òî äëÿ íåãî

y(t) = C1(
√

2)t + C2(−
√

2)t − 6, t = 0, 1, . . . ,

ãäå ïîñòîÿííûå íàõîäÿòñÿ èç íà÷àëüíûõ äàííûõ. (Ïðîâåðüòå ïîäñòàíîâ-
êîé â óðàâíåíèå.)

×àñòî (îñîáåííî â ýêîíîìè÷åñêèõ ìîäåëÿõ) èñïîëüçóþòñÿ óïðîùåí-
íûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ íåèçâåñòíûõ ðåøåíèé (ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé) ðàç-
íîñòíûõ óðàâíåíèé � yt âìåñòî y(t) èëè, � ïåðåõîäÿ ê ïðèâû÷íîìó îáî-
çíà÷åíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, � yn (n = 0, 1, . . .).

3. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðåäåë
ðàçíîñòíûõ, à ðàçíîñòíûå ÷àñòî (íî íå âñåãäà!) ïîëó÷àþòñÿ èç äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ ïóòåì äèñêðåòèçàöèè âðåìåíè.

Ðàññìîòðèì îáùåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå 1-ãî ïîðÿäêà

y′ = f(t, y), (1.6)

ãäå f(t, y) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ. Çàôèêñèðóåì äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî
h > 0, íàçûâàåìîå øàãîì äèñêðåòèçàöèè (èëè êâàíòîâàíèÿ âðåìåíè),
è çàìåíèì â (1.6) ïðîèçâîäíóþy y′ ðàçíîñòíûì îòíîøåíèåì

△y

h
=

y(t + h) − y(t)

h
. (1.7)
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðàâåíñòâî △y/△t = f(t, y), ãäå △t = h, ò.å.

y(t + h) = y(t) + hf(t, y(t)). (1.8)

Îíî ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì 1-ãî ïîðÿäêà, ñîîò-
âåòñòâóþùèì (1.6). Èç íåãî, çíàÿ y(t0), ìîæíî íàéòè y(t0 + h), ïî íåìó
y(t0 +2h) è ò.ä. Îáðàòíî, ïðè h → 0 óðàâíåíèå (1.8) ïåðåõîäèò â äèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1.6). Ïîýòîìó íåóäèâèòåëüíî, ÷òî êàæäîå ðåøå-
íèå ïîñëåäíåãî îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì ôóíêöèè â íà÷àëüíûé ìîìåíò.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îáùåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå 2-ãî ïîðÿäêà

y′′ = f(t, y, y′). (1.9)

Çàìåíèâ â íåì y′ ðàçíîñòíûì îòíîøåíèåì (1.7), à âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ
y′′ � âòîðûì ðàçíîñòíûì îòíîøåíèåì

△2y

h2 =
y(t + 2h) − 2y(t + h) + y(t)

h2 , (1.10)

ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâóþùåå (1.9) ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå 2-ãî ïîðÿäêà:

△2y

(△t)2 = f

(
t, y,

△y

△t

)
,

ò.å.

y(t + 2h) − 2y(t + h) + y(t)

h2 = f

(
t, y,

y(t + h) − y(t)

h

)
. (1.11)

Çíàÿ çíà÷åíèÿ y â äâà ðàçäåëåííûõ èíòåðâàëîì h ìîìåíòà âðåìåíè, ìû
ìîæåì íàéòè èç ýòîãî óðàâíåíèÿ çíà÷åíèÿ y åùå ÷åðåç âðåìÿ h. Ñëåäî-
âàòåëüíî, âñå çíà÷åíèÿ y(t0 + nh) îïðåäåëÿþòñÿ äâóìÿ ïåðâûìè èç íèõ.

Ïðè h → 0 ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå (1.11) ïåðåõîäèò â äèôôåðåíöèàëü-
íîå óðàâíåíèå (1.9) (óáåäèòåñü â ýòîì!) . Ïîýòîìó íåóäèâèòåëüíî, ÷òî
ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 2-ãî ïîðÿäêà òàêæå îïðåäåëÿ-
åòñÿ çàäàíèåì â íà÷àëüíûé ìîìåíò äâóõ ÷èñåë (è n ÷èñåë äëÿ óðàâíåíèÿ
n−ãî ïîðÿäêà).

Êîíå÷íî, íå âñå ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ 2-ãî ïîðÿäêà äîïóñêàþò ïðåîá-
ðàçîâàíèå ê âèäó (1.11) è, ñëåäîâàòåëüíî, íå âñå ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ
èìåþò ñâîè òî÷íûå äèôôåðåíöèàëüíûå àíàëîãè. Íàïðèìåð, çíàìåíèòàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, . . .
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ïîä÷èíÿåòñÿ ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ 2-ãî ïîðÿäêà

Fn+2 = Fn+1 + Fn, (1.12)

êîòîðîå íåëüçÿ ñâåñòè ê äèôôåðåíöèàëüíîìó ïóòåì êàêîãî-ëèáî ïðå-
äåëüíîãî ïåðåõîäà. Ìåæäó òåì îíî óäèâèòåëüíûì îáðàçîì âîçíèêàåò â
ôàíòàñòè÷åñêîì ÷èñëå ïðèëîæåíèé.

Îáðàòèì òàêæå âíèìàíèå íà ñëåäóþùåå îáñòîÿòåëüñòâî: åñëè â óðàâ-
íåíèè (1.6) ïðèáëèæåííàÿ çàìåíà ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ðàçíîñòíûì îòíî-
øåíèåì (1.7) âïîëíå åñòåñòâåííà (â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé), òî
â óðàâíåíèè (1.9) àïïðîêñèìàöèÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé ðàçíîñòíûì îòíî-
øåíèåì (1.10) îòíþäü íå ñòîëü îäíîçíà÷íà � ìîæíî ïðåäëîæèòü è äðó-
ãèå àïïðîêñèìàöèè. Ôîðìàëüíî âñå îíè òàêæå ïðèâåäóò ê ðàçíîñòíûì
óðàâíåíèÿì 2-ãî ïîðÿäêà, íî ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò
ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà ðåøåíèé (èç-çà ÷óâñòâèòåëüíîñòè ê èçìåíåíèþ �êî-
ýôôèöèåíòîâ�, âîçíèêàþùèõ ïðè àïïðîêñèìàöèè). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â
ñëó÷àå óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ïðè àïïðîêñèìàöèè (1.7) òðàåêòîðèÿ
ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (1.8) ñîñòîèò èç òî÷åê íà òðàåêòîðèè äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.6), ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîìåíòàì äèñêðåòèçàöèè
âðåìåíè (ðèñ.1.1). Â ñëó÷àå óðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿäêà òàêîå ñâîéñòâî â îá-
ùåì ñëó÷àå ãàðàíòèðîâàòü íåâîçìîæíî.

Ðèñ.1.1.Òðàåêòîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
1-ãî ïîðÿäêà è åå ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ
(ëîìàíàÿ Ýéëåðà)
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1.2. Ëèíåéíûå äèíàìè÷åñêèå ìîäåëè ïåðâîãî

ïîðÿäêà

Ìû íà÷íåì ñ ïðèìåðîâ ìîäåëåé, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ëèíåéíûìè äèô-
ôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà âèäà

y′ = ay + b, (1.13)

èëè èõ ðàçíîñòíûìè àíàëîãàìè

y(t + 1) = ay(t) + b. (1.14)

Çäåñü a, b � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå èëè èçâåñòíûå ôóíêöèè âðåìåíè.

Ïðè b = 0 óðàâíåíèÿ (1.13), (1.14) íàçûâàþòñÿ îäíîðîäíûìè. Â ýòîì
ñëó÷àå ïåðâîå èç íèõ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå y′/y = a, îòêóäà ÿñíî,
÷òî îíî îïèñûâàåò äèíàìèêó ïåðåìåííîé y(t), êîòîðàÿ èìååò ïîñòîÿí-
íûé òåìï ïðèðîñòà a, èëè æå çàâèñÿùèé òîëüêî îò âðåìåíè (íå çàâèñèò
îò y). Ïîýòîìó a ÷àñòî íàçûâàþò êîýôôèöèåíòîì ðîñòà, äîïóñêàÿ íåêî-
òîðóþ íåòî÷íîñòü.

Èñòîðè÷åñêè äàííîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå â ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêîé
ñôåðå âïåðâûå ïîÿâèëîñü â ðàáîòàõ Ò. Ìàëüòóñà ( 1763�1834), êîòîðûé
èññëåäîâàë äèíàìèêó íàñåëåíèÿ Çåìëè. Ïîñêîëüêó ïðè íà÷àëüíîì óñëî-
âèè y(0) = y0 è ïîñòîÿííîì a ýòî óðàâíåíèå èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå
ðåøåíèå y(t) = y0e

at (î÷åíü áûñòðî âîçðàñòàþùåå ïðè a > 0), òî Ìàëü-
òóñ ñäåëàë ïåññèìèñòè÷åñêèå âûâîäû î íåìèíóåìîì íàñòóïëåíèè ãîëîäà:
ïðèðîäíûå ðåñóðñû îãðàíè÷åíû, à ïðè a > 0 íàñåëåíèå íåîãðàíè÷åííî
ðàñòåò. Â äåéñòâèòåëüíîñòè áîëåå àäåêâàòíûå ìîäåëè ïîïóëÿöèé äîëæ-
íû ó÷èòûâàòü ìåõàíèçìû ñàìîðåãóëÿöèè, ÷òî ïðèâîäèò ê ñîâåðøåííî
äðóãèì, íåëèíåéíûì ìîäåëÿì (ñì. ï.1.3).

Íà ðèñ.1.2 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ y′ = ay ïðè ðàç-
ëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ è çíàêàõ êîýôôèöèåíòà ðîñòà.

Îòìåòèì, ÷òî ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå (1.14) ïðè b = 0 ìîæíî çàïè-
ñàòü â âèäå y(t + 1)/y(t) = a; îòñþäà ÿñíî, ÷òî îíî îïèñûâàåò ïðîöåññ ñ
ïîñòîÿííûì òåìïîì ðîñòà, èëè æå çàâèñÿùèì òîëüêî îò âðåìåíè (åñëè
a = a(t)).
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Ðèñ.1.2. Ãðàôèêè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ y′ = ay: à) a > 0 �
ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò; á) a < 0 � ýêñïîíåíöèàëüíîå ñíèæåíèå.

Ïåðåéäåì ê äðóãèì ìîäåëÿì ýòîãî òèïà, íà÷àâ ñ ýëåìåíòàðíîãî �
îïèñàíèÿ äèíàìèêè áàíêîâñêîãî âêëàäà.

Ïðèìåð 1.1. Äèíàìèêà áàíêîâñêîãî âêëàäà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíâå-
ñòîð ïîëîæèë â áàíê äåíåæíóþ ñóììó S0 ïî ãîäîâîé ñòàâêå r. Çíà÷åíèå
S(t) íàðàùåííîé ñóììû âêëàäà ÷åðåç t ëåò çàâèñèò îò ÷àñòîòû íà÷èñëå-
íèÿ ïðîöåíòîâ.

Åñëè ïðîöåíòû íà÷èñëÿþòñÿ ðàç â ãîä, òî ñóììà S(t) áóäåò âû÷èñ-
ëÿòüñÿ ïî ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå ñëîæíûõ ïðîöåíòîâ

S(t + 1) = (1 + r)S(t), t = 0, 1, 2, . . . . (1.15)

Ýòî ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå 1-ãî ïîðÿäêà ñ øàãîì ïî âðåìåíè, ðàâíîì ãîäó,
è íà÷àëüíûì óñëîâèåì S(0) = S0. ßñíî, ÷òî óðàâíåíèå (1.15) çàäàåò
ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñî çíàìåíàòåëåì q = 1 + r è ïîòîìó åãî
ðåøåíèå ëåãêî íàõîäèòñÿ: â êîíöå ãîäà t âêëàä ñîñòàâèò

S(t) = S0(1 + r)t.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî òå æå r ãîäîâûõ ïðîöåíòîâ íà÷èñëÿþòñÿ
äâàæäû â ãîä (r - íîìèíàëüíàÿ ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà). Òîãäà íîâîå ðàç-
íîñòíîå óðàâíåíèå áóäåò èìåòü âèä:

S(t + 1) =
(
1 +

r

2

)
S(t),

ïðè÷åì øàã ïî âðåìåíè ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì ïîëóãîäó, òàê ÷òî t = 0, 1/2,
1, 3/2, . . . (êðàòíî 1/2). Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ðåøåíèå áóäåò èìåòü âèä
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S(t) = S0

(
1 +

r

2

)2t

,

ãäå ñëåâà ñòîèò íàðàùåííàÿ ñóììà ÷åðåç t ëåò.

Âîîáùå, åñëè ïðîöåíòû íà÷èñëÿþòñÿ m ðàç â ãîä, òî äèíàìèêà âêëàäà
áóäåò îïèñûâàòüñÿ óðàâíåíèåì ñ øàãîì ïî âðåìåíè 1/m:

S(t + 1) =
(
1 +

r

m

)
S(t), (1.16)

ãäå t = 0, 1/m, 2/m, . . . (êðàòíî 1/m). ßâíîå âûðàæåíèå íàðàùåííîé ñóì-
ìû ÷åðåç t ëåò � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.16) � ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôîðìóëó
ñëîæíûõ ïðîöåíòîâ ïðè m-êðàòíîì íà÷èñëåíèè:

S(t) = S0

(
1 +

r

m

)mt

. (1.17)

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî áàíê, æåëàÿ ðàñøåâåëèòü âêëàä÷èêîâ, ïðåäëà-
ãàåò íåïðåðûâíîå íà÷èñëåíèå ïðîöåíòîâ. Òîãäà ïðîöåíòû äîáàâëÿþòñÿ ê
òåêóùåìó âêëàäó â êàæäûé ìîìåíò è ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå íå ãîäèòñÿ.
×òîáû ðàçîáðàòüñÿ ñ ñèòóàöèåé, èìåþòñÿ äâå âîçìîæíîñòè.

Âî-ïåðâûõ, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî íåïðåðûâíîå íà÷èñëåíèå ñîîòâåò-
ñòâóåò ñëó÷àþ m → ∞ è ïîëó÷èòü èñêîìóþ ñóììó ïðåäåëüíûì ïåðå-
õîäîì â èçâåñòíîì ðåøåíèè (1.17) äëÿ ñëó÷àÿ m-êðàòíîãî íà÷èñëåíèÿ:

S(t) = lim
m→∞

S0

(
1 +

r

m

)mt

= S0e
rt , (1.18)

(îáúÿñíèòå âòîðîå ðàâåíñòâî).

Âî-âòîðûõ, ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó â ðàçíîñòíîì óðàâíåíèè (1.16).
Äëÿ ýòîãî îáîçíà÷èì ÷åðåç h = 1/m øàã äèñêðåòèçàöèè (òîãäà h → 0,
êîãäà m → ∞) è ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (1.16) â âèäå

S(t + h) − S(t)

h
= rS(t).

Ïðè m → ∞, ò.å. ïðè h → 0, ëåâàÿ ÷àñòü ñòðåìèòñÿ ê ïðîèçâîäíîé dS/dt,
à ïðàâàÿ îñòàåòñÿ íåèçìåííîé, òàê êàê âîîáùå íå çàâèñèò îò h. Ïîýòîìó
ïðåäåëüíûé ïåðåõîä äàåò ðàâåíñòâî

dS(t)

dt
= rS(t) èëè, êðàòêî, S ′ = rS . (1.19)
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Ïîëó÷èëè äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå îïèñûâàåò äèíàìèêó
âêëàäà ïðè íåïðåðûâíîì íà÷èñëåíèè ïðîöåíòîâ.

Ïî ñóùåñòâó îáå èñïîëüçîâàííûå âîçìîæíîñòè â äàííîì ñëó÷àå ñîâ-
ïàäàþò, ïîñêîëüêó ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ S(t), îïðåäåëåííàÿ
ôîðìóëîé (1.18), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.19), ïðè÷åì åñòåñòâåí-
íîå íà÷àëüíîå óñëîâèå S(0) = S0 âûïîëíåíî.

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðèâåäåì ÷èñëîâûå äàííûå (çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåí-
òà íàðàùåíèÿ η(t) = S(t)/S0), êîòîðûå ïîêàçûâàþò âëèÿíèå êðàòíîñòè
íà÷èñëåíèÿ ïðîöåíòîâ íà äèíàìèêó íàðàùåííîé ñóììû ïðè r = 8% (ò.å.
r = 0.08).

Òàáëèöà 1.1. Ðîñò êàïèòàëà ïðè r = 0.08

Ãîäû Êîýôôèöèåíò íàðàùåíèÿ η(t)

(t) m = 4 m = 366 m = ∞

1 1.0824 1.0833 1.0833

2 1.1716 1.1735 1.1735

5 1.4859 1.4918 1.4918

10 2.2080 2.2253 2.2255

20 4.8754 4.9522 4.9530

30 10.7652 11.0202 11.0232

40 23.7699 24.5238 24.5325

Äàííûå ñâèäåòåëüñòâóþò, ÷òî ñïîñîá íà÷èñëåíèÿ ïðîöåíòîâ îêàçû-
âàåò íåçíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå íà ðîñò ñóììû. Íàïðèìåð, çà 10 ëåò ïðè
S0 = 1000 íàðàùåííàÿ ñóììà âêëàäà ïðè íåïðåðûâíîì íà÷èñëåíèè ïðå-
âçîéäåò ýòîò ïîêàçàòåëü ïðè åæåêâàðòàëüíîì íà÷èñëåíèè âñåãî íà 17,5
äåí.åä., ò.å. ìåíüøå, ÷åì íà 2 äåí.åä. â ãîä. Êîíå÷íî, ñ ðîñòîì r ðàçíèöà
ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå îùóòèìîé.

Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå ñîäåðæàëèñü êàê ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå, òàê
è äèôôåðåíöèàëüíîå, ïðè÷åì îäíî ïåðåõîäèëî â äðóãîå, êîãäà øàã äèñ-
êðåòèçàöèè ñòðåìèëñÿ ê íóëþ. Ýòî äîâîëüíî òèïè÷íàÿ ñèòóàöèÿ, íî âñå
æå íå ïðàâèëî: îò äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âñåãäà ìîæíî ïåðåéòè
ê ðàçíîñòíîìó, íî, êàê ìû óæå çíàåì, èìåþòñÿ ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ,
êîòîðûå íå èìåþò äèôôåðåíöèàëüíûõ àíàëîãîâ (ñì. êîíåö ï.1.1) .

15



Ïðèìåð 1.2. Àêòèâíûé èíâåñòîð. Ïðåäûäóùèé ïðèìåð áûë óïðî-
ùåí, ïîñêîëüêó, îäíàæäû èíâåñòèðîâàâ, âêëàä÷èê íå ñîâåðøàë áîëåå íè-
êàêèõ îïåðàöèé ñ âêëàäîì. Àêòèâíûé èíâåñòîð ìîæåò ïîïîëíÿòü âêëàä
èëè, íàïðîòèâ, ðåèíâåñòèðîâàòü ÷àñòü âêëàäà (íàïðèìåð äëÿ òåêóùåãî
ïîòðåáëåíèÿ).

Èçìåíåíèÿ, êîòîðûå íóæíî âíåñòè â ðàññìîòðåííûå ìîäåëè äëÿ îïè-
ñàíèÿ äàííîé ñèòóàöèè, äîñòàòî÷íî î÷åâèäíû.

Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç c(t) äåíåæíóþ ñóììó, êîòîðóþ èíâåñòîð äîïîë-
íèòåëüíî âêëàäûâàåò â áàíê â ïåðèîä t äèñêðåòíîé ìîäåëè, òî ðàçíîñòíîå
óðàâíåíèå (1.15) ìîäèôèöèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

S(t + 1) = (1 + r)S(t) + c(t). (1.20)

×òîáû îõâàòèòü ñëó÷àé ñíÿòèÿ ñðåäñòâ ñ âêëàäà, ìîæíî äîïóñêàòü äëÿ
ýêçîãåííîé ïåðåìåííîé c(t) è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

Ïðåæäå, ÷åì íàïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùèé íåïðåðûâíûé àíàëîã, îòìå-
òèì, ÷òî â (1.20) ïåðåìåííàÿ c(t) èìååò ñìûñë ïîòîêà � åå ðàçìåðíîñòü
åñòü �äåíüãè/âðåìÿ�. Òàê æå îáñòîèò äåëî è â íåïðåðûâíîé ìîäåëè: c(t)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîòîê ñðåäñòâ, íåïðåðûâíî ïðèñîåäèíÿåìûõ ê òåêó-
ùåìó âêëàäó, åñëè c(t) > 0, èëè îò÷èñëÿåìûõ ñ íåãî, åñëè c(t) < 0 (âñå
ýòî îñîáåííî íàãëÿäíî â ñëó÷àå c(t) = c = const). Ïîýòîìó äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå àêòèâíîãî èíâåñòîðà ïðèìåò âèä

S ′(t) = rS(t) + c(t). (1.21)

(ñðàâíèòå ðàçìåðíîñòè ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ðàâåíñòâà).

Îòìåòèì, ÷òî íàéòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1.20), (1.21) ñ çàäàííûì íà-
÷àëüíûì óñëîâèåì S(0) = S0 ìîæíî òîëüêî ïðè èçâåñòíîé ñòðàòåãèè
èíâåñòîðà c(t). Èìåííî ïîýòîìó ýòà ïåðåìåííàÿ áûëà íàçâàíà âûøå ýê-
çîãåííîé.

Â ñëó÷àå c(t) = c = const ðåøåíèå ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (1.20) ÷è-
òàòåëü ìîæåò íàéòè, ïîëüçóÿñü èçâåñòíûì ïðèåìîì ïåðåõîäà îò íåÿâíî-
ãî ñïîñîáà çàäàíèÿ ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ê ÿâíîìó. Ñîâåðøåí-
íî àíàëîãè÷íàÿ ñõåìà ïðèìåíèìà è ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ
(1.21), è äëÿ ñàìîïðîâåðêè ìû âûïèøåì åãî ðåøåíèå

S(t) = S0 ert +
c

r

(
ert − 1

)
.
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Ïðèìåð 1.3. Äèíàìè÷åñêîå áþäæåòíîå îãðàíè÷åíèå ïîòðåáèòåëÿ.
Ðàçâèâàÿ ïðèìåð 1.2, ïðåäñòàâèì ñåáå ïîòðåáèòåëÿ, äîõîä êîòîðîãî ñêëà-
äûâàåòñÿ èç òåêóùåé çàðàáîòíîé ïëàòû w(t) è ïðîöåíòîâ ñ âëîæåííîãî
êàïèòàëà, à ðàñõîäû � èç òåêóùåãî ïîòðåáëåíèÿ c(t) è èíâåñòèðîâàíèÿ �
íàêîïëåíèÿ êàïèòàëà (äëÿ ñâÿçè ñ âûøåèçëîæåííûì îáîçíà÷èì êàïèòàë
÷åðåç S(t)).

Â íåïðåðûâíîì îïèñàíèè äàííîé ñèòóàöèè íóæíî ó÷åñòü, ÷òî ïðè-
ðîñò êàïèòàëà ñîâïàäàåò ñ ïðîèçâîäíîé S ′(t) è çàïèñàòü áàëàíñ äîõîäîâ
è ðàñõîäîâ:

w(t) + rS(t)︸ ︷︷ ︸
äîõîäû

= c(t) + S ′(t)︸ ︷︷ ︸
ðàñõîäû

.

Ýòî ðàâåíñòâî è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áþäæåòíîå îãðàíè÷åíèå ïîòðåáèòå-
ëÿ. Ðàçðåøèâ åãî îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé S ′, ïðèäåì ê äèôôåðåíöè-
àëüíîìó óðàâíåíèþ 1-ãî ïîðÿäêà â ñòàíäàðòíîé ôîðìå

S ′(t) = rS(t) + w(t) − c(t). (1.22)

Â ýòîé ìîäåëè w(t), c(t) ÿâëÿþòñÿ ýêçîãåííûìè ïåðåìåííûìè.

Ðàçíîñòíûé àíàëîã ýòîé ìîäåëè ïðåäîñòàâëÿåì âûïèñàòü ÷èòàòåëþ.

Äèíàìè÷åñêîå áþäæåòíîå îãðàíè÷åíèå âîçíèêàåò, íàïðèìåð, â ìèêðî-
ýêîíîìè÷åñêîé ìîäåëè îïòèìàëüíîãî ïîâåäåíèÿ ïîòðåáèòåëÿ È.Ôèøåðà
è â åå îáîáùåíèÿõ.

Ïðèìåð 1.4. Ìîäåëü ãèïåðèíôëÿöèè Êåéãàíà. Ýòà ìîäåëü, ïðåäëî-
æåííàÿ Ô. Êåéãàíîì â 1956 ã., îïèñûâàåò ïðîöåññ ãèïåðèíôëÿöèè (äè-
íàìèêó óðîâíÿ öåí) ïîä âëèÿíèåì èíôëÿöèîííûõ îæèäàíèé ýêîíîìè÷å-
ñêèõ àãåíòîâ.

Îñíîâó ìîäåëè ñîñòàâëÿþò ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:
� ôóíêöèÿ ñïðîñà íà äåíüãè

Md

P
= e−απ , (1.23)

ãäå P � ôàêòè÷åñêèé óðîâåíü öåí (íàïðèìåð, äåôëÿòîð ÂÂÏ) , π � îæè-
äàåìûé òåìï èíôëÿöèè, α > 0� ýëàñòè÷íîñòü äåíåæíîãî ñïðîñà;

� äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå àäàïòàöèè èíôëÿöèîííûõ îæèäàíèé

π′ = β

(
P ′

P
− π

)
, (1.24)
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ãäå β > 0 � ïàðàìåòð àäàïòàöèè, à P ′/P � ôàêòè÷åñêèé òåìï èíôëÿ-
öèè. Òàêèì îáðàçîì, â ìîäåëè Êåéãàíà âëèÿíèå íà èíôëÿöèþ ðåàëüíî-
ãî ñåêòîðà, ñòàâêè ïðîöåíòà è ò.ä. ñ÷èòàþòñÿ âòîðîñòåïåííûìè, ïðè÷åì
îæèäàåìûé òåìï èíôëÿöèè ðàñòåò, åñëè ôàêòè÷åñêèé òåìï èíôëÿöèè
ïðåâûøàåò îæèäàåìûé (òîãäà π′ > 0), è ñíèæàåòñÿ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ìîäåëü óäîáíî ïðåäñòàâèòü â íîâûõ ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ

md = ln Md, p = ln P.

Òîãäà óðàâíåíèÿ ìîäåëè ïðèìóò ñëåäóþùèé ëèíåéíûé âèä

md − p = −απ ,

π ′ = β(p ′ − π) ,
(1.25)

ïðè÷åì ïåðâîå èç íèõ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì, à âòîðîå äèôôåðåíöèàëüíûì.

Ïðè Md = const (òîãäà è md = const) ìîæíî èñêëþ÷èòü p ïóòåì äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ ïî t êîíå÷íîãî óðàâíåíèÿ. Ýòî äàåò ðàâåíñòâî p ′ = απ ′,
è, ïîñëå ïîäñòàíîâêè åãî âî âòîðîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì ïðîñòîå ëèíåéíîå
óðàâíåíèå

π ′ = γπ, ãäå γ =
β

αβ − 1
.

Åãî ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì π(0) = π0 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýêñïî-
íåíòó �

π(t) = π0e
γt

è, ñëåäîâàòåëüíî, èíôëÿöèîííûå îæèäàíèÿ ñíèæàþòñÿ, åñëè γ < 0, ò.å.
ïðè αβ < 1 (òîãäà π(t) → 0 ïðè t → ∞).

1.3. Íåëèíåéíûå äèíàìè÷åñêèå ìîäåëè ïåð-

âîãî ïîðÿäêà

Âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ëèíåéíûõ ìîäåëåé 1-ãî ïîðÿäêà îãðàíè÷å-
íû, ïîñêîëüêó ðåøåíèÿ â ýòèõ ìîäåëÿõ âåäóò ñåáÿ äîâîëüíî áåñõèòðîñò-
íî. Â ýòîì ñìûñëå íåëèíåéíûå ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ ãîðàçäî áîëåå ãèáêèìè.

Îáçîð íåëèíåéíûõ ìîäåëåé ìû íà÷íåì ñ òàê íàçûâàåìîãî ëîãèñòè÷å-
ñêîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå â íåïðåðûâíîì âðåìåíè èìååò âèä

y′ = ay − by2, (1.26)
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à â äèñêðåòíîì
y(t + 1) = ay(t) − by2(t), (1.27)

ãäå a, b > 0 � íåêîòîðûå ïàðàìåòðû.

Ëîãèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå âîçíèêàåò â íåâåðîÿòíî áîëüøîì ÷èñëå ñè-
òóàöèé. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ, ïî-âèäèìîìó, èíòåðåñíûìè ñâîéñòâàìè åãî ðå-
øåíèé (êàê â íåïðåðûâíîì, òàê è � îñîáåííî � â äèñêðåòíîì ñëó÷àå).

Óðàâíåíèÿ òèïà (1.26) èëè (1.27) ÷àñòî íàçûâàþò ìîäåëüþ Ôåðõþëüñòå-
Ïèðëà ïî èìåíè ó÷åíûõ, ïðåäëîæèâøèõ åãî â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâû ê
"æåñòêîé"ìîäåëè Ìàëüòóñà äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè áèîëîãè÷åñêîé ïî-
ïóëÿöèè.

Ïåðåïèñàâ èõ â âèäå
y′

y
= a − by ,

y(t + 1)

y(t)
= a − by(t) ,

ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî â íåïðåðûâíîé ìîäåëè (1.26) òåìï ïðèðîñòà ëèíåé-
íî óáûâàåò ïî y, à â äèñêðåòíîé òàê æå âåäåò ñåáÿ òåìï ðîñòà (ò.å., îíè
óæå íå ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè, êàê ó Ìàëüòóñà). Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ
y ãëàâíûì ÷ëåíîì â óðàâíåíèÿõ (1.26), (1.27) ÿâëÿåòñÿ ay, òàê ÷òî ïðè
òàêèõ y ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé âåäóò ñåáÿ ïîäîáíî ìàëüòóçèàíñêèì, íî
ñ ðîñòîì y íà÷èíàþò ïðåâàëèðîâàòü âòîðûå ñëàãàåìûå � âñòóïàþò â äåé-
ñòâèå ïðîöåññû ñàìîðåãóëÿöèè è ëèìèòèðîâàíèÿ; ÷åì áîëüøå çíà÷åíèå
y, òåì ñèëüíåå äåéñòâóþò ëèìèòèðóþùèå ôàêòîðû.

Îòìåòèì, ÷òî âñå ìîäèôèêàöèè ìîäåëè Ìàëüòóñà, ïðèâîäÿùèå ê áîëåå
"ìÿãêèì"ìîäåëÿì, ñâÿçàíû ñ ìîäåëèðîâàíèåì êîýôôèöèåíòà ïðèðîñòà
çàâèñèìîñòüþ

y ′

y
= φ(y), ò.å. y ′ = φ(y)y ,

ãäå φ(y) ≈ a > 0 ïðè ìàëûõ y, ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé ôóíêöèåé è φ(y) < 0,
êîãäà y äîñòàòî÷íî âåëèêî.

Ïðèìåð 1.5. Áàíêîâñêèé âêëàä ïðè óáûâàþùåé ïðîöåíòíîé ñòàâêå.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðûé ïîëèòèê èëè ôèíàíñîâûé "ãåíèé"çàìåòèë,
÷òî ñ ðîñòîì âðåìåíè ñóììà áàíêîâñêîãî âêëàäà íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòà-
åò (ïðèìåð 1.1) è, æåëàÿ âîñïðåïÿòñòâîâàòü áåñïðåäåëüíîìó îáîãàùåíèþ,

19



ïðåäëîæèë, ÷òîáû ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà óìåíüøàëàñü ïðîïîðöèîíàëüíî òå-
êóùåé ñóììå âêëàäà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëÿõ (1.15),
(1.19) êîýôôèöèåíò ðîñòà r íàäî çàìåíèòü íà

r

(
1 − S(t)

Smax

)
,

÷òî ïðèâîäèò ê ëîãèñòè÷åñêèì óðàâíåíèÿì âèäà

S(t + 1) =

[
1 + r

(
1 − S(t)

Smax

)]
S(t), (1.28)

S ′ = r

(
1 − S

Smax

)
S, (1.29)

ãäå Smax� ïàðàìåòð.

Êàçàëîñü áû, ÷òî, áëàãîäàðÿ ìåõàíèçìó îáðàòíîé ñâÿçè (ñòàâêà çàâè-
ñèò îò ñóììû), ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1.28), (1.29) è ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿ-
öèè â àíàëîãè÷íûõ ìîäåëÿõ (1.26), (1.27) äîëæíû êàê-òî ñòàáèëèçèðî-
âàòüñÿ ñî âðåìåíåì. Êàê ìû óâèäèì äàëåå, â íåïðåðûâíîé ëîãèñòè÷åñêîé
ìîäåëè äåëî îáñòîèò èìåííî òàê, íî â äèñêðåòíîé ìîäåëè âîçíèêàþò ïî-
ðàçèòåëüíûå ýôôåêòû: ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ r, Smax ïîâåäåíèå ðå-
øåíèé ìîæåò ðåçêî ìåíÿòüñÿ èëè, êàê ïðèíÿòî ãîâîðèòü, ïðîèñõîäèò áè-
ôóðêàöèÿ; ñ ðîñòîì r îíî è âîâñå ñòàíîâèòñÿ õàîòè÷åñêèì (÷ðåçâû÷àéíî
ñëîæíûì ïðè t → ∞) è äàæå íà ñåãîäíÿ ìàëîèçó÷åííûì.

Ýòîò ôàêò ïîêàçûâàåò, ÷òî àíàëîãè÷íûå ìåæäó ñîáîé äèôôåðåíöè-
àëüíûå è ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ ìîãóò èìåòü ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþùå-
åñÿ ïîâåäåíèå ðåøåíèé. Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî íóæíî ó÷èòûâàòü ïðè
ïîñòðîåíèè ìîäåëåé ðàçëè÷íûõ ñèñòåì.

Ïðèìåð 1.6. Ëîãèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå è ýôôåêòèâíîñòü ðåêëàìû.
Ïóñòü ïåðåìåííàÿ y îçíà÷àåò äîëþ íàñåëåíèÿ ãîðîäà èëè ðåãèîíà, êîòî-
ðîå èíôîðìèðîâàíî ÷åðåç ðåêëàìó î òîâàðå ôèðìû. Ïðèðîñò ýòîé ÷àñòè
íàñåëåíèÿ çàâèñèò îò èíòåíñèâíîñòè îáìåíà èíôîðìàöèåé ìåæäó ýòîé
÷àñòüþ íàñåëåíèÿ è ïîòåíöèàëüíî åùå âîçìîæíîé (ò.å. 1 − y) Ýòî ñîîá-
ðàæåíèå ôîðìàëèçóåòñÿ óðàâíåíèåì

y′ = ay(1 − y)

â íåïðåðûâíîì âðåìåíè è óðàâíåíèåì

y(t + 1) = y(t) + ay(t)(1 − y(t))
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â äèñêðåòíîì. Çäåñü ïàðàìåòð a > 0 õàðàêòåðèçóåò èíòåíñèâíîñòü îáìå-
íà èíôîðìàöèåé; â ÷àñòíîñòè îí ìîæåò çàâèñåòü îò ðàñõîäîâ ôèðìû íà
ðåêëàìó.

Åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå "çàáûâàíèå"ïîêóïàòåëåé î ðåêëàìå òîâàðà,
òî ìîæíî ìîäèôèöèðîâàòü ïðèâåäåííûå óðàâíåíèÿ ïóòåì äîáàâëåíèÿ â
ïðàâûå ÷àñòè ñëàãàåìîãî (−cy) , ãäå c > 0 � êîýôôèöèåíò "çàáûâàíèÿ".

Ïðèìåð 1.7.Ëîãèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñïðîñà.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíê-
öèè ñïðîñà îò äîõîäà D = D(I) åñòåñòâåííî ïðèíÿòü ñëåäóþùèå ãèïîòå-
çû î ñâîéñòâàõ êîýôôèöèåíòà ýëàñòè÷íîñòè ýòîé ôóíêöèè, ò.å. ïîêàçà-
òåëÿ

E(D, I) = I
D ′(I)

D(I)
; (1.30)

a) E(D, I) > 0 ïîñêîëüêó ñ ðîñòîì äîõîäà ïîòðåáèòåëè ñêëîííû óâå-
ëè÷èâàòü ñïðîñ;

á) ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ E ′
D(D, I) < 0, òàê êàê ïðè ïîñòîÿííîì äîõîäå

áîëåå âûñîêèé óðîâåíü óäîâëåòâîðåííîãî ñïðîñà âëå÷åò óìåíüøåíèå
ñêëîííîñòè ê ïîòðåáëåíèþ äàííîãî áëàãà;

â) E ′
I(D, I) > 0 ïîñêîëüêó ïðè ïîñòîÿííîì óðîâíå ïîòðåáëåíèÿ ðåàê-

öèÿ íà èçìåíåíèå äîõîäà òåì ñèëüíåå, ÷åì âûøå óðîâåíü äîõîäà.

Ïðîñòåéøåé çàâèñèìîñòüþ, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ãèïîòåçàì à)� â) , ÿâ-
ëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

E(D, I) = aI(M − D), (1.31)

ãäå a,M > 0, ïðè÷åì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî 0 < D < M , ÷òîáû îáåñïå÷èòü óñëî-
âèå E > 0. Åñëè ïîäñòàâèòü (1.31) â (1.30) , òî ïîëó÷èì ëîãèñòè÷åñêîå
óðàâíåíèå

dD

dI
= aD(M − D), (1.32)

ãäå D(I) � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ, à I � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ.

Èìåííî ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî ïðèìå÷àòåëüíî: äàííûé ïðèìåð �
ýòî îäèí èç òåõ ðåäêèõ ñëó÷àåâ, êîãäà â ýêîíîìèêå âîçíèêàåò äèôôåðåí-
öèàëüíîå óðàâíåíèå íå äèíàìè÷åñêîãî õàðàêòåðà, ïîñêîëüêó íåèçâåñòíàÿ
ôóíêöèÿ â (1.32) íå çàâèñèò îò âðåìåíè.
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Áåãëî óêàæåì åùå ðÿä ïðèëîæåíèé ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè, îãðàíè÷èâ-
øèñü ñëó÷àåì íåïðåðûâíîãî âðåìåíè.

1. Åñëè â ìîäåëè (1.26) ïîïóëÿöèÿ êàê áû "ïðåäîñòàâëåíà ñàìà ñå-
áå"(íè ñ êåì íå âçàèìîäåéñòâóåò è íå ïîäâåðæåíà âíåøíèì âîçäåéñòâè-
ÿì), òî â ìîäåëè, ó÷èòûâàþùåé âîçìîæíîñòü ïðîìûñëà, íàäî ââåñòè
äîïîëíèòåëüíóþ ýêçîãåííóþ ïåðåìåííóþ v � èíòåíñèâíîñòü ïðîìûñëà
(÷èñëî îñîáåé, âûëàâëèâàåìûõ â åäèíèöó âðåìåíè) � è çàìåíèòü óðàâíå-
íèå (1.26) ñëåäóþùèì

y ′ = ay − by2 − v. (1.33)

2. Ïóñòü y � ýòî âåëè÷èíà íàöèîíàëüíîãî äîõîäà ýêîíîìèêè ñ îãðàíè-
÷åííûìè ðåñóðñàìè, à v � ðàñõîäû íåïðîèçâîäñòâåííîãî õàðàêòåðà (âî-
îðóæåíèå, âåäåíèå áîåâûõ äåéñòâèé è ò.ä.). Óðàâíåíèå (1.33) îïèñûâàåò
â ýòîé ñèòóàöèè äèíàìèêó íàöèîíàëüíîãî äîõîäà.

3. Ïóñòü íàñ èíòåðåñóåò âëèÿíèå ïîêàçàòåëÿ áëàãîñîñòîÿíèÿW íà ÷èñ-
ëåííîñòü íàñåëåíèÿ. Òîãäà ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî ïðè ìîäèôèêàöèè ìîäåëè
Ìàëüòóñà y ′ = ay êîýôôèöèåíò ðîñòà íå òîëüêî óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì
y, íî è óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì êîëè÷åñòâà áëàã íà äóøó íàñåëåíèÿ; íà-
ïðèìåð, ìîæíî çàìåíèòü a íà a − by + cW/y, ÷òî äàåò óðàâíåíèå

y ′ = ay − by2 + cW.

4. Óðàâíåíèå (1.33) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îöåíêè âëèÿíèÿ "óòå÷êè
ìîçãîâ"è ñîêðàùåíèÿ ôèíàíñèðîâàíèÿ îáðàçîâàíèÿ è íàóêè. Ïðè ýòîì
y � ýòî ÷èñëî êâàëèôèöèðîâàííûõ ñïåöèàëèñòîâ, v � ýòî èíòåíñèâíîñòü
"óòå÷êè ìîçãîâ"(ýìèãðàöèÿ, ïåðåõîä â áèçíåñ, òîðãîâëþ è ò.ä. ).

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê äðóãèì íàèáîëåå èçâåñòíûì â ýêîíîìèêå íåëè-
íåéíûì ìîäåëÿì ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Ïðèìåð 1.8. Ìîäåëü àäàïòàöèè ðûíî÷íîé öåíû. Ðàññìîòðèì ïðî-
ñòîé ðûíîê òîâàðà, êîòîðûé íå íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè. Ïóñòü p (t) �
öåíà òîâàðà â ìîìåíò t,D(p), S(p) � ôóíêöèè ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ ñî-
îòâåòñòâåííî, z(p) = D(p) − S(p) � ôóíêöèÿ èçáûòî÷íîãî ñïðîñà. Ïðåä-
ïîëîæèì (âñëåä çà Ë. Âàëüðàñîì), ÷òî ïðèðîñò òåêóùåãî óðîâíÿ öåíû
îïðåäåëÿåòñÿ èçáûòî÷íûì ñïðîñîì. Â ñàìîì îáùåì âèäå ýòî ìîæíî îïè-
ñàòü äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

p ′ = αF (z(p)) (1.34)
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èëè æå åãî ðàçíîñòíûì àíàëîãîì

p (t + 1) = p (t) + αF (z(p (t))).

Çäåñü α > 0 � ïàðàìåòð àäàïòàöèè, õàðàêòåðèçóþùèé ñêîðîñòü ðåàêöèè
öåíû íà äèñáàëàíñ ðûíêà, à F (z) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ ñ åñòåñòâåííûìè
ñâîéñòâàìè F (0) = 0, F (z) > 0 ïðè z > 0 è F (z) < 0 ïðè z < 0. Â
÷àñòíîñòè, ìîæíî ïîëîæèòü F = z (è òîãäà ïðè ëèíåéíûõ ôóíêöèÿõ
D,S äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1.34) áóäåò ëèíåéíûì).

Êîíå÷íî, âîçìîæíûè äðóãèå âàðèàíòû îïèñàíèÿ ïðèñïîñîáëåíèÿ öå-
íû ê äèñáàëàíñó ðûíêà. Íàïðèìåð, ìîæíî ïðåäëîæèòü äèñêðåòíóþ ìî-
äåëü

p (t + 1) = p (t)eαz(p (t)), α > 0, (1.35)

êîòîðàÿ äàæå ïðè ëèíåéíûõ ôóíêöèÿõ D, S îáëàäàåò âåñüìà ýêçîòè÷å-
ñêèìè ñâîéñòâàìè.

Ïðèìåð 1.9. Ìàêðîìîäåëü íåîêëàññè÷åñêîãî ðîñòà. Ýòà ìîäåëü ÿâ-
ëÿåòñÿ îäíîé èç ñàìûõ "ðàñõîæèõ"â ëèòåðàòóðå. Îíà ñîñòîèò èç ñëå-
äóþùèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ìàêðîïåðåìåííûõ (îãðàíè÷èìñÿ äèñêðåòíîé
âåðñèåé è óïðîùåííûìè îáîçíà÷åíèÿìè òèïà yt âìåñòî y(t)):

a) Yt = Ct + It, Yt = F (Kt, Lt) � óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ è ïðîèçâîäñòâåí-
íàÿ ôóíêöèÿ;

á) Kt+1 = Kt + It − bKt = It + (1 − b)Kt , (1.36)
� óðàâíåíèå äèíàìèêè êàïèòàëà ñ íîðìîé àìîðòèçàöèè b ;

â) St = It = sYt � åùå îäíî óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ è ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ
èíâåñòèöèé (ñáåðåæåíèé);

ã) Lt = (1 + n)tL0 � òðóäîâûå ðåñóðñû ðàñòóò ñ òåìïîì n.

Çäåñü, êàê îáû÷íî, Y � íàöèîíàëüíûé äîõîä, C � ïîòðåáëåíèå, I � èíâå-
ñòèöèè, K � êàïèòàë, L - òðóä, S � ñáåðåæåíèÿ, s � ñêëîííîñòü ê ñáåðå-
æåíèþ.

Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ìîäåëü óäîáíî ïðåîáðàçîâàòü, ïîëüçó-
ÿñü îáû÷íûì ñâîéñòâîì ïîëîæèòåëüíîé îäíîðîäíîñòè ïðîèçâîäñòâåííîé
ôóíêöèè (F (λK, λL) = λF (K, L) ∀λ > 0) è ïåðåõîäîì ê óäåëüíûì
ïåðåìåííûì

y =
Y

L
, c =

C

L
, k =

K

L
, i =

I

L
.
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Ââîäÿ ôóíêöèþ

f(k) = F

(
K

L
, 1

)
,

ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèÿ (1.36) ê ñëåäóþùèì (ïðîâåðüòå!)

yt = ct + it, yt = f(kt),

kt+1 = ν[it + (1 − b)kt],

ãäå ν = 1/(1 + n). Èñêëþ÷àÿ yt, it ñ ïîìîùüþ äâóõ ïåðâûõ óðàâíåíèé,
ïîëó÷èì îñíîâíîå óðàâíåíèå íåîêëàññè÷åñêîãî ðîñòà

kt+1 = ν[f(kt) + (1 − b)kt − ct], (1.37)

â êîòîðîì ñðåäíåäóøåâîå ïîòðåáëåíèå ct ÿâëÿåòñÿ ýêçîãåííîé ïåðåìåí-
íîé.

×èòàòåëþ ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî �ïåðåâîä� äèñêðåòíîé ìî-
äåëè (1.37) íà ñëó÷àé íåïðåðûâíîãî âðåìåíè (âìåñòå ñ ïðåäïîëîæåíèÿìè
è ïîñëåäóþùèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó äèôôåðåí-
öèàëüíîìó óðàâíåíèþ íåîêëàññè÷åñêîãî ðîñòà

k̇ = f(k) − (b + n)k − c. (1.38)

Ïðèìåð 1.10 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäèôèêàöèþ ïðåäûäóùåé ìîäåëè,
ïðåäëîæåííóþ Ð. Äýåì â 1982 ã. Â îòëè÷èå îò íåîêëàññè÷åñêîé ìîäåëè,
îí èñïîëüçîâàë íåñòàíäàðòíóþ ïðîèçâîäñòâåííóþ ôóíêöèþ

Yt

Lt
= f(kt) = Bkβ

t (M − k t)
γ, k t ≤ M ,

ãäå β, γ,M > 0. Ïîäñòàíîâêà ýòîé ôóíêöèè â ( 1 .37) ïðèâîäèò ê íåëè-
íåéíîìó ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ, êîòîðîå ïðè β = γ = 1 îêàçûâàåòñÿ
ëîãèñòè÷åñêèì.

Ïðèìåð 1.11. Ìîäåëü öèêëè÷åñêîãî ðîñòà Õàâåëüìî. Ýòà ìàêðîìî-
äåëü âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñòåïåííóþ ïðîèçâîäñòâåííóþ ôóíêöèþ

Y = ALα, α ∈ (0, 1), A > 0

è óðàâíåíèå äèíàìèêè çàíÿòûõ â âèäå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

L′

L
= a − b

L

Y
.
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Îíî îçíà÷àåò, ÷òî òåìï ïðèðîñòà çàíÿòûõ óáûâàåò ñ ðîñòîì òðóäîåìêîñòè
L/Y . Ïîäñòàíîâêà Y â ýòî ðàâåíñòâî äàåò òàê íàçûâàåìîå óðàâíåíèå
Áåðíóëëè

L′ = aL − b

A
L2−α . (1.39)

Äèñêðåòíóþ âåðñèþ ýòîãî óðàâíåíèÿ ÷èòàòåëü ìîæåò âûïèñàòü ñàìî-
ñòîÿòåëüíî.

Ïðèìåð 1.12. Íåëèíåéíîå áþäæåòíîå îãðàíè÷åíèå ïîòðåáèòåëÿ
(ñåìüè). Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðàì 1.2, 1.3 (ñì. óðàâíåíèå (1.22) ). Â íèõ
ïîòðåáëåíèå ñ÷èòàëîñü ôóíêöèåé âðåìåíè: c = c(t). Â äðóãîé âåðñèè
ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî òåêóùåå ïîòðåáëåíèå çàâèñèò îò äîñòèãíóòîãî óðîâíÿ
ñáåðåæåíèé, ò. å. c ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé S, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò åñòå-
ñòâåííûì òðåáîâàíèÿì (èíòåðïðåòèðóéòå èõ):

a) c(S) ≥ 0 ïðè S ≥ 0;

á) c(S) ìîíîòîííî íå óáûâàåò;

â) ñóùåñòâóåò ÷èñëî C > 0 òàêîå, ÷òî çà åäèíè÷íûé ïåðèîä âðåìåíè
ïîòðåáèòåëü (ñåìüÿ) íå ìîæåò èñòðàòèòü äåíåã áîëüøå, ÷åì C, ò.å.∫ t+θ

t

c(S(τ))dτ ≤ C ∀t .

Íàïðèìåð, òàêîé ôóíêöèåé ÿâëÿåòñÿ

c(S) =
A(S + a1)

S + a1 + a2
, (1.40)

ãäå A, a1, a2 � ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû (çàìåòèì, ÷òî A = lim
S→∞

c(S) =

= sup
S≥0

c(S)) .

1.4. Ìîäåëèðîâàíèå óðàâíåíèÿìè âòîðîãî ïî-

ðÿäêà è íåêîòîðûìè ñèñòåìàìè óðàâíåíèé

Íåëèíåéíûå ìîäåëè 1-ãî ïîðÿäêà áåçóñëîâíî èíòåðåñíû, íî äàæå îíè
èìåþò îãðàíè÷åííûé ñïåêòð ïðèëîæåíèé.
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Âî-ïåðâûõ, èìè ìîæíî îïèñàòü íå âñå òèïû ïîâåäåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ
ïåðåìåííûõ, êîòîðûå òðåáóþòñÿ íà ïðàêòèêå. Íàïðèìåð, êîëåáàòåëüíûå
ïðîöåññû ñàìîãî ïðîñòîãî âèäà � ãàðìîíè÷åñêèå � îïèñûâàþòñÿ ôóíê-
öèåé âèäà

A cos(at + φ),

ãäå A � àìïëèòóäà êîëåáàíèé, a � ÷àñòîòà, à φ � óãîë, íàçûâàåìîé íà÷àëü-
íîé ôàçîé. Íî òàêàÿ ôóíêöèÿ íå ìîæåò áûòü ðåøåíèåì äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ 1-ãî ïîðÿäêà. Ìåæäó òåì, òàê íàçûâàåìîå óðàâíåíèå
ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà 2-ãî ïîðÿäêà

y′′ + a2y = 0

èìååò óêàçàííóþ ôóíêöèþ â êà÷åñòâå îáùåãî ðåøåíèÿ (ïðîâåðüòå).

Âî-âòîðûõ, óðàâíåíèÿ 1-ãî ïîðÿäêà ïîçâîëÿþò ìîäåëèðîâàòü ïðîöåñ-
ñû, ñîñòîÿíèå êîòîðûõ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ìîæíî õàðàêòåðèçî-
âàòü âñåãî ëèøü îäíîé ñóùåñòâåííîé ïåðåìåííîé èëè, êàê ïðèíÿòî ãîâî-
ðèòü, îäíîé ôàçîâîé ïåðåìåííîé. Íàïðèìåð, â ìàêðîìîäåëè ðîñòà (ïðè-
ìåð 1.9) ôîðìàëüíî ó÷àñòâóþò íåñêîëüêî ýêîíîìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, íî
èç íèõ ëèøü îäíà � êàïèòàë � ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé ôàçîâîé ïåðåìåí-
íîé: åñëè äèíàìèêà êàïèòàëà èçâåñòíà, òî âñå îñòàëüíûå ïåðåñ÷èòûâà-
þòñÿ ÷åðåç íåå.

Êîíå÷íî, ðåàëüíûå ìîäåëèðóåìûå ïðîöåññû õàðàêòåðèçóþòñÿ íåñêîëü-
êèìè ôàçîâûìè ïåðåìåííûìè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïîä÷èíÿåòñÿ �ñâîåìó�
äèôôåðåíöèàëüíîìó èëè ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ. Ýòè óðàâíåíèÿ ñâÿçà-
íû ìåæäó ñîáîé è â ñîâîêóïíîñòè îáðàçóþò ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ
èëè ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé.

Íàïðèìåð, åñëè äåòàëèçèðîâàòü ìàêðîìîäåëü ðîñòà íà ñëó÷àé ýêîíî-
ìèêè ñ äâóìÿ ñåêòîðàìè � ïðîèçâîäñòâà ïðåäìåòîâ ïîòðåáëåíèÿ è ïðî-
èçâîäñòâà êàïèòàëüíûõ áëàã (ñðåäñòâ ïðîèçâîäñòâà) , � òî â êàæäîì èç
ñåêòîðîâ ïðèäåòñÿ ââîäèòü çàïàñ êàïèòàëà (à òàêæå òðóä, èíâåñòèöèè,
ïðîèçâîäñòâåííóþ ôóíêöèþ è ò.ä.). Â ýòîé ñèòóàöèè â äåòàëèçèðîâàííîé
íåîêëàññè÷åñêîé ìîäåëè íåèçáåæíî ïîÿâÿòñÿ äâà äèíàìè÷åñêèõ óðàâíå-
íèÿ, ò.å. ñèñòåìà.

Ìû íà÷íåì ñ êëàññè÷åñêèõ ìîäåëåé, êîòîðûå (ïîñëå ïðåäâàðèòåëüíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé) ñâîäÿòñÿ ê îäíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ñðàçó
çàìåòèì, ÷òî õîòÿ ýòè óðàâíåíèÿ ñîäåðæàò îäíó íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ
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(ò.å. îäíó ôàçîâóþ ïåðåìåííóþ), îíè âñåãäà ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê ñè-
ñòåìàì èç äâóõ óðàâíåíèé 1-ãî ïîðÿäêà. Îáðàòíîå ñâåäåíèå � îò ñèñòåìû
äâóõ óðàâíåíèé 1-ãî ïîðÿäêà ê îäíîìó óðàâíåíèþ 2-ãî ïîðÿäêà âîçìîæíî
îòíþäü íå âñåãäà, íî, êàê áóäåò âèäíî èç ïðèìåðîâ, âî ìíîãèõ èíòåðåñ-
íûõ ïðèëîæåíèÿõ îíî âñå æå îêàçûâàåòñÿ ðåàëèçóåìûì. Èìåííî ïîýòîìó
ðÿä ìîäåëåé ñèñòåì âêëþ÷åí â äàííûé îáçîð.

Ïðèìåð 1.13. Ìîäåëü ýêîíîìè÷åñêîãî öèêëà Ñàìóýëüñîíà - Õèêñà.
Ïîæàëóé ñàìîé çíàìåíèòîé äèñêðåòíîé ìîäåëüþ 2-ãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ
ìîäåëü äåëîâîãî öèêëà, ïðåäëîæåííàÿ À.Õàíñåíîì è Ï.Ñàìóýëüñîíîì â
1939 ã., è äîïîëíåííàÿ Äæ.Õèêñîì â 1950. Âïîñëåäñòâèå îíà ïîëó÷èëà
íàçâàíèåìîäåëè Ñàìóýëüñîíà - Õèêñà. Ìîäåëü ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ñî-
îòíîøåíèé:

� íåïðîèçâîäñòâåííîå ïîòðåáëåíèå â òåêóùåì ïåðèîäå t ëèíåéíî çàâè-
ñèò îò äîõîäà ïðåäøåñòâóþùåãî ïåðèîäà, ò.å.

Ct = cYt−1 + c 0 , (1.41)

ãäå Y � äîõîä, c � ïðåäåëüíàÿ ñêëîííîñòü ê ïîòðåáëåíèþ, à c 0 � åãî àâ-
òîíîìíàÿ (íå çàâèñÿùàÿ îò äîõîäà) ñîñòàâëÿþùàÿ;

� èíäóöèðîâàííûå èíâåñòèöèè (çàâèñÿùèå îò äîõîäà) ïðîïîðöèîíàëü-
íû èçìåíåíèþ äîõîäà â ïðåäøåñòâóþùåì ïåðèîäå, ò.å.

I ind
t = v(Yt−1 − Yt−2) , (1.42)

è ýòî ðàâåíñòâî åñòü ìàòåìàòè÷åñêîå âûðàæåíèå ïðèíöèïà àêñåëåðàòîðà,
à v > 0 � ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ðåàêöèþ ïðåäïðèíèìàòåëåé íà
èçìåíåíèå äîõîäà;

� óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ â êàæäîì ïåðèîäå

Yt = Ct + It, It = I ind
t + Ia

t , (1.43)

ãäå Ia
t � àâòîíîìíûå èíâåñòèöèè â ïåðèîä t.

Åñëè ïîäñòàâèòü (1.41), (1.42), â (1.43), òî ïîëó÷èì ëèíåéíîå îäíîðîä-
íîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå 2-ãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî Y :

Yt = (c + v)Yt−1 − vYt−2 + At , (1.44)

ãäå At � ýêçîãåííàÿ âåëè÷èíà àâòîíîìíîãî ñïðîñà (ñî ñòîðîíû ïîòðå-
áèòåëåé è ïðîèçâîäèòåëåé), èç-çà íàëè÷èÿ êîòîðîé óðàâíåíèå (1.44) è
ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíûì (ñîäåðæèò ñëàãàåìîå áåç Y ).

27



Êàê ìû óâèäèì äàëåå, ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ Y0 , Y1 ïî-
âåäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.44) çàâèñèò ãëàâíûì îáðàçîì îò êîýôôè-
öèåíòîâ c è v. Âåëè÷èíà äîõîäà ìîæåò (ñì. ðèñ.1.3):

a) ñîâåðøàòü �âçðûâíûå� êîëåáàíèÿ ñ íàðàñòàþùåé àìïëèòóäîé (íà-
ïðèìåð, ïðè c = 0.5, v = 1.5, A 0 = 100, A t = 110 ïðè t ≥ 1,
Y0 = 200, Y1 = 210);

á) çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ îêîëî íåêîòîðîãî ðàâíîâåñíîãî óðîâíÿ (ïðè
c = 0.55, v = 0.8, îñòàëüíûå äàííûå � êàê â à) );

â) ðàâíîìåðíûå êîëåáàíèÿ (c = 0.5, v = 1);

ã) ñòàáèëèçèðîâàòüñÿ ïîñëå íåêîòîðîãî ðîñòà.

Ðèñ.1.3. Âîçìîæíûå òèïû ïîâåäåíèÿ �ñãëàæåííûõ� òðàåêòîðèé â ìîäåëè
Ñàìóýëüñîíà - Õèêñà .
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Ïðèìåð 1.14. Ìîäåëü ýêîíîìè÷åñêîãî öèêëà Ôèëëèïñà. Íåïðåðûâ-
íûì àíàëîãîì ìîäåëè Ñàìóýëüñîíà - Õèêñà ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü ýêîíîìè÷å-
ñêîãî öèêëà À.Ôèëëèïñà (1954), êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè óðàâ-
íåíèÿìè:

à) C(t) = cY (t) + C0 ,

á)
dK(t)

dt
= α[vY (t) − K(t)] ,

â)
dY (t)

dt
= β[C(t) +

dK(t)

dt
− Y (t)] ,

(1.45)

ãäå α, β, v > 0 - ïàðàìåòðû. Çàìåòèì, ÷òî ìîäåëü âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñèñòå-
ìó èç äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 1-ãî ïîðÿäêà á) , â) è êîíå÷íîå
ðàâåíñòâî à). Êðîìå òîãî, ñìûñë óðàâíåíèé á), â) òðåáóåò ðàçúÿñíåíèé,
èáî K âîîáùå íå âõîäèò â ìîäåëü (1.44).

Ðàññìîòðèì â (1.45) óðàâíåíèå á). Âî-ïåðâûõ, åãî ïðàâàÿ ÷àñòü çàäà-
åò ôóíêöèþ ÷èñòûõ èíâåñòèöèé I, ïîñêîëüêó K ′ = I ïî îïðåäåëåíèþ
ïîñëåäíèõ. Âî-âòîðûõ, ïðîñòàÿ, íî äîâîëüíî ïîâåðõíîñòíàÿ èíòåðïðåòà-
öèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâó-
åò îïòèìàëüíàÿ ïðîïîðöèÿ ìåæäó çàïàñîì êàïèòàëà è óðîâíåì äîõîäà:
K/Y = v. Åñëè ýòà ïðîïîðöèÿ ñîáëþäàåòñÿ, òî I = 0 è K ′ = 0. Ïðè
K/Y > v (èçáûòîê êàïèòàëà) I < 0, K ′ < 0 è êàïèòàë óáûâàåò, à ïðè
K/Y < v (äåôèöèò êàïèòàëà) I > 0, K ′ > 0 � êàïèòàë âîçðàñòàåò. Òàêèì
îáðàçîì, â ýòîé òðàêòîâêå óðàâíåíèå (1.45 á)) íîñèò õàðàêòåð àäàïòàöèè
êàïèòàëà ê îïòèìàëüíîìó çíà÷åíèþ êàïèòàëîåìêîñòè, ïðè÷åì èíâåñòè-
öèè çàäàþòñÿ ïî ïðèíöèïó îáðàòíîé ñâÿçè (ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèåé ïåðå-
ìåííûõ ñîñòîÿíèÿ ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû K è Y , à íå âðåìåíè).

Îäíàêî òàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ íå âñêðûâàåò ñâÿçè ñ ìîäåëüþ Ñàìó-
ýëüñîíà - Õèêñà è åå äèíàìè÷åñêîé îñíîâîé � ïðèíöèïîì àêñåëåðàöèè
(ñì.(1.42)). ×òîáû ýòà ñâÿçü ñòàëà ïðîçðà÷íåå, íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü
èíóþ òðàêòîâêó äàííîãî óðàâíåíèÿ (1.45 á)) (ïðèíàäëåæàùóþ àâòîðó
ìîäåëè). Â ýòîé òðàêòîâêå óðàâíåíèå á) âûñòóïàåò èìåííî êàê âûðàæå-
íèå ïðèíöèïà àêñåëåðàöèè: èíâåñòèöèè â êàïèòàë çàâèñÿò ñ íåêîòîðûì
ðàñïðåäåëåííûì ïî âðåìåíè çàïàçäûâàíèåì îò ïðèðîñòà äîõîäà (Y ′). Ýòî
ïðåäïîëîæåíèå (âïîëíå àíàëîãè÷íîå äèñêðåòíîìó (1.42)) ìîæíî âûðà-
çèòü â èíòåãðàëüíîé ôîðìå

K ′(t) = βv

∫ ∞

0
e−βτY ′(t − τ)dτ. (1.46)
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Çäåñü v > 0, à ïàðàìåòð β > 0 ïîäáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû âûïîëíèëîñü
óñëîâèå íîðìèðîâêè

β

∫ ∞

0
e−βτdτ = 1.

Óáûâàþùàÿ ýêñïîíåíòà â (1.46) ïðåäïèñûâàåò �âåñ� ïðèðîñòó äîõîäà
Y ′(t − τ) â ëþáîé ïðîøëûé ìîìåíò âðåìåíè, ïðè÷åì ýòîò âåñ ïàäàåò
ñ ðîñòîì τ , èáî áîëåå îòäàëåííàÿ â ïðîøëîå èíôîðìàöèÿ î ðîñòå äî-
õîäà ìåíåå çíà÷èìà äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ îá èíâåñòèöèÿõ â òåêóùèé
ìîìåíò t.

Èíòåãðàëüíîå ðàâåíñòâî (1.46) íåòðóäíî ïðåîáðàçîâàòü â äèôôåðåí-
öèàëüíîå óðàâíåíèå (1.45 á)). Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàíîâêà s = t− τ ïîç-
âîëÿåò ïðåîáðàçîâàòü (1.46) ê âèäó

K ′(t) =

∫ t

−∞
e−β(t−s)Y ′(s)ds = βve−βt

∫ t

−∞
eβsY ′(s)ds.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå ýòîãî ðàâåíñòâà ïî t äàåò

βeβtK ′(t) + eβtK ′′(t) = βveβtY ′(t)

è ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà exp(βt) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

βK ′(t) + K ′′(t) = βvY ′(t).

Çäåñü êàæäîå ñëàãàåìîå åñòü ïðîèçâîäíàÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè è ïîòîìó
îíî ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ:

βK(t) + K ′(t) = βvY (t) + D,

ãäå D � ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Åñëè âçÿòü D = 0, òî êàê ðàç ïî-
ëó÷èì óðàâíåíèå (1.45 á)). Çíà÷èò, îíî äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îñîáîé
ôîðìîé àêñåëåðàòîðà 1.

Îñòàåòñÿ ïîÿñíèòü óðàâíåíèå (1.45 â)), êîòîðîå îêàçûâàåòñÿ óðàâíå-
íèåì àäàïòàöèè äîõîäà ê äèñáàëàíñó ðåàëüíîãî ðûíêà. Äåéñòâèòåëüíî,
êîëü ñêîðî K ′ = I åñòü ÷èñòûå èíâåñòèöèè (ò.å. âàëîâûå � àìîðòèçàöèÿ),
òî óñëîâèå ìàêðîðàâíîâåñèÿ çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

Y + R︸ ︷︷ ︸
âàëîâîé äîõîä

= C + K + R︸ ︷︷ ︸
ñïðîñ

,

(ïðåäëîæåíèå)
1Çàìåòèì, ÷òî ïîïóòíî ìû èçëîæèì âåñüìà ïîëåçíûé ïðèåì ó÷åòà âðåìåííîãî çàïàçäûâàíèÿ â

íåïðåðûâíûõ ìîäåëÿõ: æåëàòåëüíîå ðàâåíñòâî K = vY ìîæíî âûäåðæèâàòü ëèøü ñ íåêîòîðûì
çàïàçäûâàíèåì ïî âðåìåíè, êîòîðîå îïèñûâàåò óðàâíåíèå (1.45 â)).
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ãäå R � çàòðàòû íà âîçìåùåíèå êàïèòàëà. Îòñþäà ÿñíî, ÷òî â (1.45 â))
âûðàæåíèå â ñêîáêàõ åñòü èçáûòî÷íûé ñïðîñ. Ïîýòîìó äîõîä âîçðàñòàåò
èëè óáûâàåò â çàâèñèìîñòè îò çíàêà èçáûòî÷íîãî ñïðîñà.

Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ìîäåëè (1.45) åñòåñòâåííî èñêëþ÷èòü C,
ïîäñòàâèâ (1.45 à)) è (1.45 á)) â ïîñëåäíåå óðàâíåíèå. Â ðåçóëüòàòå ïî-
ëó÷èì ñèñòåìó äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî K è Y
(àðãóìåíò t îïóñêàåì):

K ′ = α(vY − K) ,

Y ′ = β(αv − s)Y − αβK + βc 0 ,
(1.47)

ãäå s = 1 − c � ïðåäåëüíàÿ ñêëîííîñòü ê ñáåðåæåíèþ.

Êàê óæå áûëî óïîìÿíóòî âûøå, òàêóþ ñèñòåìó ìîæíî ïîïûòàòüñÿ
ñâåñòè ê îäíîìó óðàâíåíèþ 2-ãî ïîðÿäêà, ïóòåì èñêëþ÷åíèÿ îäíîé èç
ïåðåìåííûõ. Ïîñêîëüêó äèñêðåòíàÿ ìîäåëü(1.45) çàïèñàíà îòíîñèòåëüíî
äîõîäà, òî äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ íåé áóäåì èñêëþ÷àòü K (õîòÿ ýòî è íå ïðèí-
öèïèàëüíî). Äëÿ ýòîãî:

âûðàçèì K èç 2-ãî óðàâíåíèÿ

K =
1

αβ
[β(αv − s)Y − Y ′ + βc 0]; (1.48)

ïðîäèôôåðåíöèðóåì ýòî ðàâåíñòâî ïî t (ïîëó÷èì K ′ = ...) è ïðè-
ðàâíÿåì ýòî âûðàæåíèå ê ïðàâîé ÷àñòè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ â (1.47), â
êîòîðîì K çàìåíåíî íà (1.48).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì èñêîìîå óðàâíåíèå 2-ãî ïîðÿäêà:

Y ′′ + (α − αβv + βs)Y ′ + αβsY = αβc0.

Ââîäÿ êîìïàêòíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïîñòîÿííûõ êîýôôèöèåíòîâ

A = α − αβv + βs, B = αβs, D = αβc0,

ïåðåïèøåì åãî â âèäå

Y ′′ + AY ′ + BY = D. (1.49)

Êàê è â äèñêðåòíîé ìîäåëè, ìû ïîëó÷èëè ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâ-
íåíèå. Çíàÿ ëþáîå åãî ðåøåíèå Y (t), ìîæíî èç (1.48) (1.45 à)) íàéòè
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ñîîòâåòñòâóþùèå òðàåêòîðèè K(t) è C(t). Ñâîéñòâà òðàåêòîðèé íåïðå-
ðûâíîé ìîäåëè çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ è âî ìíîãîì ñõîæè ñî ñâîéñòâàìè
òðàåêòîðèé â ìîäåëè Ñàìóýëüñîíà-Õèêñà.

Îïèñàííûå ìîäåëè ýêîíîìè÷åñêîãî öèêëà ëèíåéíû è, áëàãîäàðÿ ýòî-
ìó, èõ ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü íàéäåíû ÿâíî è çàòåì ïðîàíàëèçèðîâàíû.
Ýòîò àíàëèç è ñðàâíåíèå ñ ýìïèðè÷åñêèìè äàííûìè âñêðûëè ðÿä íåäî-
ñòàòêîâ äàííûõ ìîäåëåé. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ýêîíîìèñòàìè áûëè
ïðåäëîæåíû áîëåå ðåàëèñòè÷íûå ìîäåëè öèêëà, â ÷àñòíîñòè, íåëèíåé-
íûå.

Ïðåæäå, ÷åì ïåðåõîäèòü ê íèì, åùå ðàç â íåñêîëüêî óïðîùåííîì âèäå
ïðåäñòàâèì ìîäåëü Ôèëëèïñà, îòòåíèâ â íåé îïèñàíèå ïðîöåññà àäàïòà-
öèè è àêñåëåðàòîðà ñ çàïàçäûâàíèåì.

Èñõîäíûì ïóíêòîì ìîæåò ñëóæèòü ïðîñòåéøàÿ ëèíåéíàÿ ìîäåëü ðî-
ñòà Ð. Õàððîäà (1948), â êîòîðîé:

a) äîõîä ïðîïîðöèîíàëåí êàïèòàëó, ò.å. Y = AK (ëèíåéíàÿ ïðîèçâîä-
ñòâåííàÿ ôóíêöèÿ);

á) ñáåðåæåíèÿ (S) ïðîïîðöèîíàëüíû äîõîäó, ò.å. S = sY ;

â) èíâåñòèöèè (I) ïðåäñòàâëåíû �èäåàëüíûì� àêñåëåðàòîðîì áåç çàïàç-
äûâàíèÿ I = vY ′ (ñðàâíèòå c (1.42));

ã) âûïîëíåíî óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ I = S, ÷òî äàåò óðàâíåíèå

vY ′ = sY

èëè
Y ′ =

s

v
Y ,

è, ñëåäîâàòåëüíî, âñå ïåðåìåííûå â ìîäåëè Õàððîäà ýêñïîíåíöèàëüíî
âîçðàñòàþò ñ îäíèì òåìïîì s/v.

À.Ôèëëèïñ îòêàçàëñÿ îò óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ã), çàìåíèâ åãî óðàâíå-
íèåì àäàïòàöèè

Y ′ = a(I − S) = a(I − sY ), a > 0, (1.50)

è ó÷åë, ÷òî ñîîòíîøåíèå àêñåëåðàòîðà ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ëèøü ïðèáëè-
æåííî â ñèëó âðåìåííîãî çàïàçäûâàíèÿ, ò.å. çàìåíèë â) íà óðàâíåíèå

I ′ = b(vY ′ − I), b > 0. (1.51)
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Åñëè îñòàâèòü ïðåäïîëîæåíèå à), òî óïðîùåííàÿ ñèñòåìà Ôèëëèïñà (1.50),
(1.51) çàìåíÿåò (1.45). Îïèñàííûì â ïðèìåðå 1.14 ñïîñîáîì îíà ñâîäèòñÿ
ê óðàâíåíèþ 2-ãî ïîðÿäêà (ïðîâåðüòå è óêàæèòå îòëè÷èå ýòîãî óðàâíåíèÿ
îò (1.49)) .

Ïðèìåð 1.15.Ìîäåëè Ïó. Îáúåäèíÿÿ èäåè Äæ. Õèêñà (î êóñî÷íî ëè-
íåéíîì ìîäåëèðîâàíèè àêñåëåðàòîðà) è Ð. Ãóäâèíà (àêñåëåðàòîð � ãëàä-
êàÿ íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ), Ò.Ïó ïðåäëîæèë êóáè÷åñêóþ ôóíêöèþ èíâå-
ñòèöèé

I = v

[
Y ′ − 1

3
(Y ′)3

]
(1.52)

â íåïðåðûâíîé ìîäåëè è àíàëîãè÷íóþ ïî ñìûñëó

It = v(Yt−1 − Yt−2) − v(Yt−1 − Yt−2)
3 (1.53)

â äèñêðåòíîé , ïðè÷åì â ïîñëåäíåé ââåäåíî áîëåå ðàñïðåäåëåííîå çàïàç-
äûâàíèå ïîòðåáëåíèÿ â ñðàâíåíèè ñ (1.41) �

Ct = cYt−1 + (1 − c)Yt−2 . (1.54)

Åñëè èñïîëüçîâàòü (1.52) ïðè ñîñòàâëåíèè íåïðåðûâíîé ìîäåëè òèïà (1.50),
(1.51) è èñêëþ÷èòü çàòåì èíâåñòèöèè, òî ïîëó÷èì íåëèíåéíîå äèôôåðåí-
öèàëüíîå óðàâíåíèå 2-ãî ïîðÿäêà (ïàðàìåòðû àäàïòàöèè äëÿ ïðîñòîòû
âçÿòû ïî åäèíèöå)

Y ′′ + sY = (v − 1 − s)Y ′ − v

3
(Y ′)3 . (1.55)

Ïîäñòàíîâêà (1.53), (1.54) â óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ Yt = Ct + It ïðèâîäèò ê
íåëèíåéíîìó ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ 2-ãî ïîðÿäêà

Yt − Yt−1 = (v − s)(Yt−1 − Yt−2) − v(Yt−1 − Yt−2)
3.

Î÷åâèäíîé ïîäñòàíîâêîé

Zt−1 = Yt − Yt−1 (1.56)

îíî ñâîäèòñÿ ê íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþ 1-ãî ïîðÿäêà

Zt = (v − s)Zt−1 − v Z 3
t−1 . (1.57)

Â îòëè÷èå îò èñõîäíûõ, ýòè ìîäåëè íå äîïóñêàþò íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ â
ÿâíîì âèäå è ìîãóò ðåøàòüñÿ (è èññëåäîâàòüñÿ) ÷èñëåííî íà êîìïüþòå-
ðå. Êà÷åñòâåííûé àíàëèç ýòèõ ìîäåëåé âûÿâèë ÷ðåçâû÷àéíî èíòåðåñíîå
ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ýòèõ ìîäåëåé.
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Ïðèìåð 1.16. Ìîäåëü ýêîíîìè÷åñêîãî öèêëà Êàëüäîðà. Íå ñîâñåì
ïîíÿòíî, ïî÷åìó ýòà ìîäåëü, ïðåäëîæåííàÿ Í. Êàëüäîðîì íà ðóáåæå
40-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà, ãîðàçäî ìåíåå èçâåñòíà â ýêîíîìè÷åñêîé ñðå-
äå, ÷åì ìîäåëè Ñàìóýëüñîíà-Õèêñà è Ôèëëèïñà. Ìåæäó òåì, ýòà ìîäåëü
è åå ðàçíîîáðàçíûå ìîäèôèêàöèè èìåþò áîãàòîå ñîäåðæàíèå è ÿâëÿþòñÿ
îáúåêòîì ìíîãî÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé â îáëàñòè ýêîíîìè÷åñêîé äèíà-
ìèêè.

Â îñíîâå ìîäåëè Êàëüäîðà ëåæèò ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî èíâåñòèöèè â
îäíîñåêòîðíîé ýêîíîìèêå ïîëîæèòåëüíî çàâèñÿò îò íàöèîíàëüíîãî äî-
õîäà, íî ñêëîííîñòü ê èíâåñòèöèÿì ïàäàåò, åñëè äîõîä îòêëîíÿåòñÿ îò
ñâîåãî �ðàâíîâåñíîãî� çíà÷åíèÿ. Êðîìå òîãî, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïðè äàííîì
óðîâíå äîõîäà èíâåñòèöèè óáûâàþò ñ ðîñòîì êàïèòàëà è ñóùåñòâóåò óðî-
âåíü äîõîäà Y , íèæå êîòîðîãî ïðåäåëüíûå èíâåñòèöèè ïî äîõîäó âîçðàñ-
òàþò, à âûøå � óáûâàþò.

Ýòè ãèïîòåçû îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè èíâåñòèöèé ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå ñëåäóþùèõ óñëîâèé (ñì. ðèñ.1.5):

Ðèñ.1.5. Ôóíêöèÿ èíâåñòèöèé â ìîäåëè Êàëüäîðà.

I = I(Y, K) ,

I ′Y > 0 , I ′K < 0 ,

I ′′Y Y

{
> 0 , Y < Y ,

< 0 , Y > Y .

Äàëåå, ôóíêöèÿ ñáåðåæåíèé ïîëîæèòåëüíî çàâèñèò îò äîõîäà �

S = S(Y,K) ,
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ïðè÷åì
S ′

Y ∈ (0, 1), S ′
K > I ′

K .

Ïðèðîñò äîõîäà ïðîïîðöèîíàëåí èçáûòî÷íîìó ñïðîñó, à äèíàìèêà êàïè-
òàëà îïèñûâàåòñÿ îáû÷íûì óðàâíåíèåì ñ àìîðòèçàöèåé. Â íåïðåðûâíîì
âàðèàíòå ýòè äâà óñëîâèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå

dY

dt
= α [I(Y, K) − S(Y,K)] ,

dK

dt
= I(K, Y ) − bK ,

(1.58)

ãäå α > 0 � êîýôôèöèåíò àäàïòàöèè, à b - íîðìà âûáûòèÿ êàïèòàëà.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà b = 0, S íå çàâèñèò îò êàïèòàëà è ëèíåéíà
ïî äîõîäó, à I ′K = const < 0, ìîäåëü (1.58) ïðåîáðàçóåòñÿ ê äèôôåðåíöè-
àëüíîìó óðàâíåíèþ 2-ãî ïîðÿäêà (ïðîâåðüòå).

Ïåðåõîä ê äèñêðåòíîé âåðñèè ìîäåëè î÷åâèäåí.

Ïðèìåð 1.17. Ðàñøèðåííàÿ ìîäåëü Êåéãàíà: âëèÿíèå ðåàëüíîãî ñåê-
òîðà è çàíÿòîñòè. Äîïîëíèì ìîäåëü èç ïðèìåðà 1.4 ó÷åòîì âëèÿíèÿ
íà èíôëÿöèþ âûïóñêà ïðîäóêöèè è çàíÿòîñòè â óñëîâèÿõ ñîâåðøåííîãî
ïðåäâèäåíèÿ (π = p).

Ìîäåëü âêëþ÷àåò â ñåáÿ:

• ïðîèçâîäñòâåííóþ ôóíêöèþ Êîááà�Äóãëàñà

Y = AN 1−α, α ∈ (0, 1), A > 0,

ãäå N � ÷èñëî çàíÿòûõ;

• óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ íà äåíåæíîì ðûíêå (ïðè π = p)

M

P
= α1Y + e−α2p

′(t), α1, α2 > 0 ,

ãäå M = M = const � íîìèíàëüíîå ïðåäëîæåíèå äåíåã, P � ôàêòè÷åñêèé
óðîâåíü öåí, p = ln P , p ′(t) - òåìï èíôëÿöèè (ðàâíûé P ′(t)/P (t)) ;

• ôóíêöèþ ñïðîñà íà òðóä, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ïðåäåëüíûé
ïðîäóêò òðóäà è ðåàëüíóþ ñòàâêó çàðïëàòû W/P

W

P
= CN−α, C > 0 ;
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• óðàâíåíèå äèíàìèêè çàðïëàòû, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäèí
èç âàðèàíòîâ îïèñàíèÿ êðèâîé Ôèëëèïñà

w′ = γ(n − n), γ > 0,

ãäå w = ln W, n = ln N, n = ln N � ëîãàðèôìû ïîëíîé çàíÿòîñòè.

Åñëè ïåðåìåííûå Y,M òàêæå çàìåíèòü íà ëîãàðèôìû, ò.å. ââåñòè
y = ln Y , m = ln M , òî ñîîòíîøåíèÿ ìîäåëè �ëèíåàðèçóþòñÿ� è îíà
ïðèíèìàåò âèä ñèñòåìû:

y = a + (1 − α)n, ãäå a = ln A ,
m − p = α1y − α2p

′,

w − p = c − αn, ãäå c = ln C,
w ′ = γ(n − n).

(1.59)

Â íåé ëèøü äâà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî p è w
(ýòî 2�îå è 4�îå), à äâà óðàâíåíèÿ êîíå÷íû. Ïîýòîìó ïåðåìåííûå y, n
ìîæíî èñêëþ÷èòü è ïðåîáðàçîâàòü (1.59) ê ñèñòåìå äâóõ ëèíåéíûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, à çàòåì � ê óðàâíåíèþ 2-ãî ïîðÿäêà (ïðî-
âåðüòå).

Äèñêðåòíûé âàðèàíò ìîäåëè ïðåäîñòàâëÿåì âûïèñàòü ÷èòàòåëþ.

Ïðèìåð 1.18. Ìîäåëü èíôëÿöèîííûõ îæèäàíèé â ïåðåõîäíîé ýêî-
íîìèêå. Ýòà ìîäåëü òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé ìîäåëè ãèïåðèíôëÿ-
öèè Êåéãàíà, íî â íåé èíôëÿöèîííûå îæèäàíèÿ ìîäåëèðóþòñÿ ñ ó÷åòîì
ñîñòîÿíèÿ ðåàëüíîãî ðûíêà, ÷òî îòðàæàåò âëèÿíèå íåðûíî÷íûõ ñèë â
ýêîíîìèêå ïåðåõîäíîãî ïåðèîäà.

Ôóíêöèÿ ñïðîñà íà äåíüãè â ýòîé ìîäåëè áåðåòñÿ êàê ó Êåéãàíà, ò.å.

md − p = −απ

(âñå ïåðåìåííûå â ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ ëîãàðèôìàìè ìàêðîïåðåìåííûõ; ñì.
ïðèìåðû 1.4, 1.17). Äåíåæíîå ïðåäëîæåíèå îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

ms = m − π,

ãäå m = ln M � ëîãàðèôì íåêîòîðîãî ðàâíîâåñíîãî ïðåäëîæåíèÿ äåíåã.
Ñîãëàñíî ýòîé çàâèñèìîñòè öåíòðàëüíûé áàíê ïðîâîäèò êîíòðöèêëè÷å-
ñêóþ ìîíåòàðíóþ ïîëèòèêó: óâåëè÷åíèå èíôëÿöèîííûõ îæèäàíèé (π)
çàñòàâëÿåò ñîêðàùàòü ïðåäëîæåíèå äåíåã, à óìåíüøåíèå � óâåëè÷èâàòü.
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Èñòî÷íèêîì èçìåíåíèÿ îæèäàíèé ÿâëÿåòñÿ ðàññîãëàñîâàííîñòü äå-
íåæíîãî ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ, ò.å. äëÿ π èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå àäàï-
òàöèè

π′ = β(ms − md),

ãäå β > 0 � ñêîðîñòü ðåàêöèè. Ïîäñòàâëÿÿ â ïðàâóþ ÷àñòü ms è md èç
ïðåäûäóùèõ ðàâåíñòâ, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

π′ = β[m − p − (1 − α)π]. (1.60)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîèçâîäèòåëè ôîðìèðóþò ñâîè îæèäàíèÿ, ó÷è-
òûâàÿ ôàêòè÷åñêèé òåìï èíôëÿöèè p ′(t) è ñîñòîÿíèå ðûíêà, êîòîðîå
îïèñûâàåòñÿ íåëèíåéíîé ôóíêöèåé y = g(p), ãäå y � èíäåêñ ñîñòîÿíèÿ
ðåàëüíîãî ðûíêà (îïðåäåëÿåòñÿ ïî àãðåãèðîâàííûì ïîêàçàòåëÿì ñïðîñà
è ïðåäëîæåíèÿ íà ðåàëüíîì ðûíêå). Èíôëÿöèîííûå îæèäàíèÿ ïðîèçâî-
äèòåëåé ðàâíû ôàêòè÷åñêîé èíôëÿöèè, ñêîððåêòèðîâàííîé íà ñîñòîÿíèå
ðûíêà, ÷òî îïèñûâàåòñÿ ðàâåíñòâîì

π = p ′ + γg(p), (1.61)

ãäå ïàðàìåòð γ > 0 îòðàæàåò ñòåïåíü �íåêîíêóðåíòíîñòè� ðûíêà â ïå-
ðåõîäíîé ýêîíîìèêå. Ñîãëàñíî (1.61) îæèäàíèÿ áîëüøå ôàêòè÷åñêîé èí-
ôëÿöèè, åñëè g(p) > 0 è ìåíüøå åå ïðè g(p) < 0.

Âûðàæàÿ èç (1.61) p ′ , ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

p ′ = π − γg(p),

êîòîðîå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñîâìåñòíî ñ (1.60). Ïóòåì èñêëþ÷åíèÿ îäíîé èç
ïåðåìåííûõ (ñêàæåì π) ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðåîáðàçóåòñÿ ê íåëèíåé-
íîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà

p ′′ +

[
aβ

γ
+ g ′(p)

]
p ′ + aβg(p) − γbp = γbm , (1.62)

ãäå a = 1 − α, à m ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýêçîãåííóþ ïåðåìåííóþ.

Ïðè êóáè÷åñêîé ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ ðûíêà

g(p) =
1

3
p 3 − p

óðàâíåíèå (1.62) ñòàíîâèòñÿ òàê íàçûâàåìûì óðàâíåíèåì Âàí äåð Ïîëÿ
è îïèñûâàåò ðåëàêñàöèîííûå êîëåáàíèÿ.
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Äèíàìè÷åñêèå ìîäåëè

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

Ïîðÿäîê äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ

Ïîðÿäîê ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ

Ðåøåíèå ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ

Øàã äèñêðåòèçàöèè âðåìåíè

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ

è ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé)
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Ãëàâà 2

Ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ

ïåðâîãî ïîðÿäêà

2.1. Îáùèå ïîíÿòèÿ è ýëåìåíòû êà÷åñòâåííî-

ãî àíàëèçà

Ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì 1-ãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ ðåêóððåíòíîå ñîîòíî-
øåíèå âèäà

yt+1 = f(t, yt), (2.1)

ãäå ïåðåìåííàÿ t ïðîáåãàåò âñå çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà íåîòðèöàòåëüíûõ
öåëûõ ÷èñåë

Z+ = 0, 1, 2, ...

è èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê íîìåð ïåðèîäà âðåìåíè, yt = y(t) � íåèçâåñò-
íàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà Z+, ò.å. ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
f(t, y) � çàäàííàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ äâóõ àðãóìåíòîâ, ïåðâûé èç êî-
òîðûõ öåëî÷èñëåííûé (t ∈ Z+) , à âòîðîé ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà-
÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R, èëè èç íåêîòîðîãî åãî ïîä-
ìíîæåñòâà S. Â ïðèëîæåíèÿõ S � ýòî íåêîòîðûé ÷èñëîâîé ïðîìåæóòîê
(îòðåçîê, èíòåðâàë, ïîëóèíòåðâàë).

Òàêèì îáðàçîì, ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå 1-ãî ïîðÿäêà ñâÿçûâàåò ìåæäó
ñîáîé êàæäûé ïîñëåäóþùèé ÷ëåí èñêîìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ïðåäû-
äóùèì. Åñëè çàäàòü íà÷àëüíóþ òî÷êó

y0 ∈ S,

òî ñîîòíîøåíèå (2.1) ïîçâîëÿåò (â ïðèíöèïå) âû÷èñëèòü âñå ïîñëåäóþùèå
÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìåòîäîì èòåðàöèé (ïîâòîðíûõ ïîäñòàíîâîê):

y1 = f(0, y0), y2 = f(1, y1) è ò.ä.

Ïîëó÷àþùèåñÿ òî÷êè y1, y2, . . . äîëæíû ïîïàäàòü â S, åñëè ôóíêöèÿ f
îïðåäåëåíà íå ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ y, èáî èíà÷å âû÷èñëåíèÿ íåâîçìîæ-
íî ïðîäîëæèòü. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f äîëæíà áûòü îïðåäåëåíà íà
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ìíîæåñòâå
D = { (t, y) | t ∈ Z+, y ∈ S} (2.2)

è ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ â S. Ñèìâîëè÷åñêè ýòî ñâîéñòâî çàïèñûâàþò ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

f : D → S, (2.3)

è ãîâîðÿò ½ f åñòü îòîáðàæåíèå èç D â S (îòîáðàæàåò D â S).�

Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (2.1) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì f
ñî ñâîéñòâàìè (2.2), (2.3). Ìíîæåñòâî S íàçûâàþò ôàçîâûì ìíîæåñòâîì
(èëè ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì) óðàâíåíèÿ (2.1), à ïåðåìåííóþ y � ôàçîâîé
ïåðåìåííîé. Åå çíà÷åíèå â êàæäûé ïåðèîä âðåìåíè t � yt õàðàêòåðèçóåò
ñîñòîÿíèå ìîäåëèðóåìîé ñèñòåìû, èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, ñîñòîÿíèå ïðîöåññà.

Åñëè ôóíêöèÿ f(t, y) ëèíåéíà ïî y, ò.å. èìååò âèä

f(t, y) = a(t)y + b(t),

òî è ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå

yt+1 = a(t)yt + b(t)

íàçûâàþò ëèíåéíûì. Â ýòîì ñëó÷àå f îïðåäåëåíà ïðè âñåõ y è â êà÷åñòâå
S ìîæíî âçÿòü ôàçîâóþ ïðÿìóþ R.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y0, y1, y2, . . . ,
yt, . . . , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (2.1), íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì ñ íà-
÷àëüíûì óñëîâèåì y0 , èëè òðàåêòîðèåé, íà÷èíàþùåéñÿ â òî÷êå y0.
Îíà îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç {yt} èëè, áîëåå ïîëíî, {y(t, y0)}.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ è ïðåäøåñòâóþùèõ ïîÿñíåíèé ïîëó÷àåì ñëåäó-
þùèé âûâîä:

2.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(t, y) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå D è ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ â S (ñì. (2.2)). Òîãäà äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé òî÷êè y0 ∈ S

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òðàåêòîðèÿ y(t, y0), öåëèêîì ïðîõîäÿùàÿ
ïî S, ò.å. óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ yt ∈ S ∀t ∈ Z+.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóåò è åäèí-
ñòâåííî ïðè î÷åíü ñëàáûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà ôóíêöèþ f : íèêàêèõ óñëî-
âèé íåïðåðûâíîñòè è ãëàäêîñòè íå òðåáóåòñÿ; âñå, ÷òî íóæíî, � ýòî ñîãëà-
ñîâàíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòè çíà÷åíèé (ñì. (2.2), (2.3)). Êàê
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ìû óâèäèì äàëåå, â ñëó÷àå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äåëî îáñòîèò
íå òàê ïðîñòî.

Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ñëåäóþùèå äâà îñíîâíûõ âîïðîñà.

Ïåðâûé: êàê ðåøèòü óðàâíåíèå (2.1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì y0,ò.å. êàê
íàéòè îáùèé ÷ëåí èñêîìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â âèäå ÿâíîé ôóíêöèè t?

Äëÿ îòâåòà íà íåãî íåïîñðåäñòâåííîå èñïîëüçîâàíèå ðåêóððåíòíûõ
âû÷èñëåíèé ïî ôîðìóëå (2.1) ìàëîïðèãîäíî � îíî ïðèâîäèò ê öåëè ëèøü
â ñëó÷àå î÷åíü ïðîñòûõ óðàâíåíèé. Ñóùåñòâóþò ñïåöèàëüíûå ìåòîäû
íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé íåêîòîðûõ òèïîâ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé 1-ãî ïî-
ðÿäêà, â îñíîâíîì ëèíåéíûõ.

Ïîñêîëüêó ýòè ìåòîäû èìåþò âåñüìà îãðàíè÷åííóþ ñôåðó ïðèìåíå-
íèÿ, òî âîçíèêàåò âòîðîé âîïðîñ: êàê ïî çàäàííîìó óðàâíåíèþ (ò.å.ïî
ôóíêöèè f) ïîëó÷èòü êà÷åñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå î ïîâåäåíèè òðàåê-
òîðèé ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ y0? Â ÷àñòíîñòè, îñîáûé èí-
òåðåñ äëÿ ýêîíîìèñòîâ ïðåäñòàâëÿåò óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé � èõ ñõîäè-
ìîñòü ê êîíå÷íîìó ïðåäåëó ïðè t > +∞.

Çàìå÷àíèÿ. 1) Èíîãäà èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèÿ (2.1). Ïîä íèì ïîíèìàåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ y = y(t, C), çàâèñÿùàÿ îò
t ∈ Z+ è ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé C, ÷òî, âî-ïåðâûõ, îíà óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ (2.1) ïðè ëþáîì C è, âî-âòîðûõ, ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(2.1) ìîæíî ïîëó÷èòü èç íåå ïîäõîäÿùèì âûáîðîì ïðîèçâîëüíîé ïîñòî-
ÿííîé. Íàïðèìåð, ëèíåéíîå óðàâíåíèå yt+1 = ayt ñ ïðîèçâîëüíîé íà÷àëü-
íîé òî÷êîé y0 èìååò ðåøåíèå yt = y0a

t (îáîñíóéòå ýòîò ôàêò). Âñå ýòè
ðåøåíèÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì ïîëó÷àþòñÿ èç ôóíêöèè y(t, C) = Cat, êî-
òîðàÿ è ÿâëÿåòñÿ â äàííîì ñëó÷àå îáùèì ðåøåíèåì. Åñëè ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (2.1) óäàëîñü ïîëó÷èòü äëÿ ïðîèçâîëüíîé íà÷àëüíîé òî÷êè (êàê
ôóíêöèþ t è y0), òî ýòî è áóäåò îáùèì ðåøåíèåì. Èìåííî òàê îáñòîèò
äåëî â ïðèâåäåííîì ïðîñòîì ïðèìåðå.

2) Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) ñ çàäàííîé íà÷àëüíîé òî÷êîé y0 íàçûâà-
þò ðåøåíèåì íà÷àëüíîé çàäà÷è, èëè ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè äëÿ äàííîãî
óðàâíåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî èíîãäà ðàññìàòðèâàþò íà÷àëüíîå óñëîâèå âè-
äà y(t0) = y0, êîòîðîå çàäàþò â ïåðèîä t0 > 0. Ìû ïîëàãàåì t0 = 0
èç ñîîáðàæåíèé óäîáñòâà, ÷òî íå âåäåò ê ïîòåðå îáùíîñòè.(Îáîñíóéòå,
ïî÷åìó?)
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Àâòîíîìíûå óðàâíåíèÿ è òî÷êè ðàâíîâåñèÿ

Ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå íàçûâàþò àâòîíîìíûì (èëè ñòàöèîíàðíûì), åñëè
îíî ÿâíî íå çàâèñèò îò âðåìåíè t. Â àâòîíîìíîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (2.1)
ïðèíèìàåò âèä

yt+1 = f(yt), (2.4)

ãäå ôóíêöèÿ f(y) îòîáðàæàåò ôàçîâîå ìíîæåñòâî S â ñåáÿ (ò.å. f : S→ S).

Àâòîíîìíûìè óðàâíåíèÿìè ìîäåëèðóþòñÿ ïðîöåññû, ïðîòåêàþùèå â
óñëîâèÿõ ïîñòîÿíñòâà âíåøíåé ñðåäû è îòñóòñòâèÿ ýêçîãåííûõ âîçäåé-
ñòâèé. Íàïðèìåð, âñå ìàêðîìîäåëè, ïðåäïîëàãàþùèå ïîñòîÿíñòâî òåõíî-
ëîãèè, îïèñûâàþòñÿ àâòîíîìíûìè óðàâíåíèÿìè; ó÷åò òåõíè÷åñêîãî ïðî-
öåññà ïðèâîäèò ê íåàâòîíîìíûì óðàâíåíèÿì.

Äëÿ àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé âàæíîå çíà÷åíèå èìåþò òî÷êè ðàâíîâåñèÿ
è èõ ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè èëè íåóñòîé÷èâîñòè.

×èñëî y∗ íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàâíîâåñèÿ àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ (2.4),
åñëè f(y∗) = y∗ . Ïîñòîÿííàÿ òðàåêòîðèÿ yt = y∗ ÿâëÿåòñÿ â ýòîì ñëó-
÷àå îäíèì èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.4). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìû ñòàð-
òóåì èç íà÷àëüíîé òî÷êè y0 = y∗ , òî ïîñëåäîâàòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ
ïîêàçûâàþò, ÷òî íèêàêîãî äâèæåíèÿ íå ïðîèñõîäèò: y1 = f(y∗) = y∗,
y2 = f(y1) = f(y∗) = y∗ è ò.ä. Ïîýòîìó òî÷êè ðàâíîâåñèÿ íàçûâàþò
òàêæå ñòàöèîíàðíûìè èëè íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè óðàâíåíèÿ (2.4).
Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, ýòè òî÷êè íàõîäÿòñÿ ïóòåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

f(y) = y.

Òàê êàê ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ f îíè íå ìåíÿþòñÿ, òî èõ íàçûâàþò
íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè îòîáðàæåíèÿ f .

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî òðàåêòîðèè ðàçíîñòíîãî óðàâ-
íåíèÿ ìîãóò ñõîäèòüñÿ ïðè t → +∞ òîëüêî ê íåïîäâèæíûì òî÷êàì.

2.2. Ïóñòü yt � íåêîòîðàÿ òðàåêòîðèÿ óðàâíåíèÿ (2.4), ñõîäÿùàÿñÿ
ïðè t → ∞ ê ÷èñëó a. Åñëè ôóíêöèÿ f(y) íåïðåðûâíà â òî÷êå a, òî
a � òî÷êà ðàâíîâåñèÿ óðàâíåíèÿ (2.4) (ò. å. íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîá-
ðàæåíèÿ f .)

Äåéñòâèòåëüíî, íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f(y) â òî÷êå a îçíà÷àåò, ÷òî

∃ lim
y→a
y∈S

f(y) = f(a). (2.5)
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Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ, yt ∈ S ∀ t, yt → a ïðè t → ∞ è óäîâëåòâîðÿåò
ðàâåíñòâó (2.4). Â ñèëó (2.5), â ýòîì ðàâåíñòâå ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè
èìåþò ïðåäåëîì ÷èñëî a, òàê ÷òî ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè t → ∞ äàåò
ðàâåíñòâî a = f(a). Îíî îçíà÷àåò, ÷òî a � òî÷êà ðàâíîâåñèÿ.

Èç óòâåðæäåíèÿ 2.2 ñëåäóåò, ÷òî, åñëè îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî è íå
èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê, òî âñå òðàåêòîðèè óðàâíåíèÿ (2.4) ðàñõîäÿòñÿ
(íå èìåþò êîíå÷íîãî ïðåäåëà ïðè t → ∞).

Ïðèìåð 2.1. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå

yt+1 =
√

yt, ò.å. yt+1 = y
1
2
t . (2.6)

Çäåñü ôóíêöèÿ f(y) =
√

yt îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà ôàçîâîì ìíî-
æåñòâå S = R+ è òàì æå ïðèíèìàvåò ñâîè çíà÷åíèÿ. Óðàâíåíèå äëÿ íà-
õîæäåíèÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê

√
y = y èìååò äâà êîðíÿ: y = 0 è y∗ = 1.

Ýòî è åñòü òî÷êè ðàâíîâåñèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ. Åñëè âçÿòü íà÷àëüíóþ
òî÷êó y0 > 0, y0 ̸= y∗ = 1, òî ìåòîäîì èòåðàöèé íàéäåì

y1 = y
1
2

0 , y2 = y
1
2

1 = y
1
4

0 , . . .

è, óëàâëèâàÿ çàêîíîìåðíîñòü, ïîëó÷àåì ðåøåíèå � îáùèé ÷ëåí ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè �

yt = y
( 1
2 )t

0 , t ∈ Z+ .

Ïðè t → ∞ ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ è, ñëåäîâàòåëüíî,
yt → 1 = y∗. Âñå òðàåêòîðèè, ñòàðòóþùèå èç ñîñòîÿíèÿ y0 > 0, ñõîäÿòñÿ
ê íåïîäâèæíîé òî÷êå y∗. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî îíà óñòîé÷èâà, â òî
âðåìÿ êàê y = 0 � íåóñòîé÷èâàÿ òî÷êà ðàâíîâåñèÿ.

Ôàçîâàÿ äèàãðàììà

Äèíàìèêó àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ yt+1 = f(yt), èëè äåéñòâèå ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî îòîáðàæåíèÿ f , íàãëÿäíî èëëþñòðèðóåò ôàçîâàÿ äèàãðàììà
(èíîãäà åå íàçûâàþò äèàãðàììîé Ëàìåðåÿ èëè ïàóòèííîé äèàãðàììîé).
Îíà ñòðîèòñÿ òàê (ðèñ.2.1): â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èçîáðà-
æàþò ãðàôèê ôóíêöèè f(y); ïðîâîäÿò áèññåêòðèñó ïåðâîãî è òðåòüåãî
êîîðäèíàòíûõ óãëîâ; îòðåçêàìè èçîáðàæàþò ïåðåõîä îò yt ê yt+1 è óêà-
çûâàþò ïåðåõîä îò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ê íîâîìó çíà÷åíèþ ÷ëåíà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè (÷åðåç áèññåêòðèñó). Òàêèì îáðàçîì, ìû íà÷èíàåì â òî÷êå
(y0, y1) = (y0, f(y0)), ïåðåìåùàåìñÿ â òî÷êó (y1, y1), çàòåì â (y1, y2) =
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= (y1, f(y1)) è ò.ä.; âîîáùå, íà øàãå t ïåðåõîäèì èç òî÷êè (yt−1, yt) =
= (yt−1, f(yt−1)) â (yt, yt), à çàòåì â (yt, yt+1) = (yt, f(yt)).

Ðèñ.2.1. Ôàçîâàÿ äèàãðàììà óðàâíåíèÿ (2.6)

Ôàçîâàÿ äèàãðàììà óðàâíåíèÿ (2.6) íà ðèñ. 2.1 äàåò ãðàôè÷åñêîå ïðåä-
ñòàâëåíèå î ñõîäèìîñòè òðàåêòîðèé ê íåïîäâèæíîé òî÷êå y∗ = 1. Â äðó-
ãèõ ñëó÷àÿõ îíà ìîæåò óêàçûâàòü íà ðàñõîäèìîñòü òðàåêòîðèé, ò. å. íà
íåóñòîé÷èâîñòü íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

Ïðèìåð 2.2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå ïðåäûäóùåãî: ìû ðàñ-
ñìîòðèì íåëèíåéíîå óðàâíåíèå

yt+1 = yα
t , (2.7)

ãäå α > 0 � ïàðàìåòð.

Ïðè α = 1 óðàâíåíèå (2.7) ïðèíèìàåò âèä yt+1 = yt, îòêóäà ñëåäó-
åò, ÷òî âñå åãî ðåøåíèÿ ïîñòîÿííû: yt = c ∀t, ãäå c � ëþáàÿ êîíñòàíòà
(ðàâíàÿ y0). Ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî íåïîäâèæ-
íûõ òî÷åê, íî íè îäíà èç íèõ íå ïðèòÿãèâàåò ê ñåáå äðóãèå òðàåêòîðèè:
ñõîäèìîñòè yt → c ïðè t → ∞ íåò, åñëè yt ̸= c.

Ïóñòü α ̸= 1. Âîçüìåì â êà÷åñòâå S ìíîæåñòâî R+. Òîãäà ôóíêöèÿ
f = yα îòîáðàæàåò R+ â R+ è èìååò òàì äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè y = 0
è y∗ = 1 (êîðíè óðàâíåíèÿ yα = y). Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ, ñòàðòó-
þùåãî èç òî÷êè y0 > 0, ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì:

y1 = yα
0 , y2 = yα

1 = y
(α2)
0 , . . . ,
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îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî
yt = yαt

0 , t ∈ Z+ (2.8)

� èñêîìàÿ òðàåêòîðèÿ.

Çíàÿ ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ðåøåíèé, ìîæíî àíàëèòè÷åñêè èññëåäîâàòü
èõ ïîâåäåíèå ïðè t → ∞. Äëÿ ýòîãî ïðîëîãàðèôìèðóåì ðàâåíñòâî â (2.8):

ln yt = αt ln y0.

ßñíî, ÷òî ñõîäèìîñòü (èëè ðàñõîäèìîñòü) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2.8) ïðè
t → ∞ ðàâíîñèëüíà ñõîäèìîñòè (ðàñõîäèìîñòè) ãåîìåòðè÷åñêîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè αt. (Îáúÿñíèòå ýòîò ôàêò.) Îòâåò, î÷åâèäíî, çàâèñèò îò
ïàðàìåòðà α, à òàêæå íà÷àëüíîé òî÷êè:

• åñëè α < 1, òî αt → 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, yt → 1 = y∗ ïðè ëþáîì
y0 > 0; òî÷êà ðàâíîâåñèÿ y∗ óñòîé÷èâà � ïðèòÿãèâàåò ê ñåáå âñå òàêèå
òðàåêòîðèè, à y � íåóñòîé÷èâàÿ òî÷êà ðàâíîâåñèÿ;

• åñëè α > 1 è y0 < 1, òî ln yt → −∞ è, çíà÷èò, yt → 0 = y;
y � óñòîé÷èâàÿ òî÷êà ðàâíîâåñèÿ, ïðèòÿãèâàþùàÿ ê ñåáå âñå òðàåêòî-
ðèè, íà÷èíàþùèåñÿ â R+ âáëèçè íåå;

• åñëè α > 1 è y0 > 1, òî ln yt → +∞ è, çíà÷èò, yt → +∞, ò.å. ýòè
òðàåêòîðèè ðàñõîäÿòñÿ.

Íà ðèñ. 2.2 èçîáðàæåíà ôàçîâàÿ äèàãðàììà äëÿ äâóõ ïîñëåäíèõ âàðè-
àíòîâ.

Ðèñ.2.2. Ôàçîâàÿ äèàãðàììà óðàâíåíèÿ (2.7) ïðè α > 1
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Óñòîé÷èâîñòü òî÷åê ðàâíîâåñèÿ

Óòî÷íèì ïîíÿòèÿ, êîòîðûå íà íåôîðìàëüíîì óðîâíå óæå èñïîëüçîâà-
ëèñü â ïðèìåðàõ.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïóñòü y∗ � òî÷êà ðàâíîâåñèÿ àâòîíîìíîãî óðàâíå-
íèÿ yt+1 = f(yt), îïðåäåëåííîãî íà ìíîæåñòâå S ⊆ R. Òîãäà:
(1) y∗ íàçûâàþò óñòîé÷èâîé, åñëè âñå òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ äî-
ñòàòî÷íî áëèçêî ê y∗, îñòàþòñÿ â ïðîèçâîëüíî ìàëîé åå îêðåñòíîñòè;
Ôîðìàëüíî: y∗ óñòîé÷èâà, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî óêàçàòü òàêóþ
îêðåñòíîñòü O òî÷êè y∗, ÷òî íåðàâåíñòâî

|yt − y∗| < ε ∀t = 0, 1, 2, . . . (2.9)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ òðàåêòîðèé yt ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé y0 ∈ O ∩ S.
(2) y∗ íàçûâàþò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé, åñëè îíà óñòîé÷èâà, è
âûïîëíÿåòñÿ ïðåäåëüíîå óñëîâèå

yt → y∗ npu t → ∞ (2.10)

äëÿ âñåõ òðàåêòîðèé, íà÷èíàþùèõñÿ â S äîñòàòî÷íî áëèçêî ê y∗.

Ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë ýòèõ ïîíÿòèé òàêîâ.

Óñòîé÷èâàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà óäåðæèâàåò âáëèçè ñåáÿ òðàåêòî-
ðèè âñåõ òî÷åê èç íåêîòîðîé ñâîåé îêðåñòíîñòè (âîçìîæíî, î÷åíü ìà-
ëîé). Àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà íå òîëüêî ÿâëÿ-
åòñÿ óäåðæèâàþùåé, íî îíà åùå ïðèòÿãèâàåò ê ñåáå òðàåêòîðèè âñåõ
òî÷åê èç íåêîòîðîé ñâîåé îêðåñòíîñòè. Íàêîíåö, íåóñòîé÷èâàÿ íåïîäâèæ-
íàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ îòòàëêèâàþùåé â òîì ñìûñëå, ÷òî òðàåêòîðèè âñåõ
áëèçêèõ ê íåé òî÷åê óäàëÿþòñÿ îò íåå.

Àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûå òî÷êè ðàâíîâåñèÿ èíîãäà íàçûâàþò ëî-
êàëüíî óñòîé÷èâûìè, òàê êàê îíè äîëæíû ïðèòÿãèâàòü ê ñåáå ëèøü òðà-
åêòîðèè áëèçêèõ ê íèì òî÷åê. Åñëè æå y∗ ïðèòÿãèâàåò ê ñåáå âñå òðàåêòî-
ðèè, òî åå íàçûâàþò ãëîáàëüíî óñòîé÷èâîé. Îäíàêî ýòî ñâîéñòâî âñòðå÷à-
åòñÿ äîâîëüíî ðåäêî, òàê ÷òî çà ïðåäåëàìè äàííîãî ïàðàãðàôà íàðå÷èÿ
�ëîêàëüíî�, �ãëîáàëüíî� áóäåì ÷àñòî îïóñêàòü.

Ñ êàæäîé òî÷êîé ðàâíîâåñèÿ y∗ ìîæíî ñâÿçàòü ìíîæåñòâî S(y∗) ⊂ S,
ñòàðòóÿ ñ êîòîðîãî, òðàåêòîðèè ñõîäÿòñÿ ê y∗ . Åãî íàçûâàþò ìíîæå-
ñòâîì ïðèòÿæåíèÿ òî÷êè y∗. Åñëè S(y∗) = {y∗}, òî y∗ íå ÿâëÿåòñÿ
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àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé, à åñëè S(y∗) = S, òî
y∗ ãëîáàëüíî óñòîé÷èâà.

Äëÿ èëëþñòðàöèè âíîâü âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ èç ïðèìåðà 2.2. Äëÿ
íåãî èìåþòñÿ ñëåäóþùèå âàðèàíòû:

• åñëè 0 < α < 1, òî S(1) = {y0 ∈ R+| y0 > 0},S(0) = {0} è y∗ = 1
ëèøü ëîêàëüíî óñòîé÷èâà � íàëè÷èå âòîðîé íåïîäâèæíîé òî÷êè y = 0
ñðàçó íàðóøàåò ãëîáàëüíóþ óñòîé÷èâîñòü;

• åñëè α > 1, òî S(0) = [0, 1), S(1) = {1} è âíîâü y = 0 ëèøü ëîêàëüíî
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà.

Õîòÿ â (2.9) ε > 0 ïðîèçâîëüíî ìàëî, óñòîé÷èâàÿ òî÷êà ðàâíîâåñèÿ
ìîæåò íå óäîâëåòâîðÿòü ïðåäåëüíîìó óñëîâèþ (2.10) è ìîæåò îêàçàòüñÿ
íå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé.

Èìåííî òàê îáñòîèò äåëî ñî âñåìè òî÷êàìè ðàâíîâåñèÿ â ïðèìåðå 2.2
ïðè α = 1. (Ïðîâåðüòå.) Âîò ïðèìåð äðóãîãî ðîäà.

Ïðèìåð 2.3. Ðàçíîñòíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå yt+1 = −yt èìååò îäíó
òî÷êó ðàâíîâåñèÿ y∗ = 0 (çäåñü S = R) è ðåøåíèÿ âèäà yt = (−1)ty0. Îíè
êîëåáëþòñÿ îêîëî y∗ ñ ïîñòîÿííîé àìïëèòóäîé |y0|, ïîî÷åðåäíî ïðèíèìàÿ
çíà÷åíèÿ y0 è (−y0). Ïðè âûáîðå |y0| < ε ñîîòâåòñòâóþùèå òðàåêòîðèè
íå ïîêèäàþò ε-îêðåñòíîñòè y∗, íî íå ñõîäÿòñÿ ê y∗. Çíà÷èò, y∗ ëîêàëüíî
óñòîé÷èâà, íî íå àñèìïòîòè÷åñêè.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî â óðàâíåíèè yt+1 = −1
2yt íåïîäâèæíàÿ òî÷êà

y∗ = 0 îêàçûâàåòñÿ óæå ëîêàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé, à â óðàâ-
íåíèè yt+1 = −2yt îíà òåðÿåò äàæå ñâîéñòâî ëîêàëüíîé óñòîé÷èâîñòè. Â
òîì è äðóãîì ñëó÷àÿõ êîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð òðàåêòîðèé ñîõðàíÿåòñÿ,
íî â ïåðâîì àìïëèòóäà êîëåáàíèé çàòóõàåò, à âî âòîðîì íàðàñòàåò. Çà-
ìåòèì, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ �èçìåíåíèåì ìàñøòàáà� � îíè ÿâ-
ëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè óðàâíåíèÿ yt+1 = −ayt ñ ïàðàìåòðîì a > 0.
Çíà÷åíèÿì a = 1, 0 < a < 1 è a > 1 ñîîòâåòñòâóåò ðàçèòåëüíî îòëè-
÷àþùååñÿ êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé. Ïîäîáíàÿ ðåçêàÿ ñìåíà
ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïðè èçìåíåíèè èõ ïàðàìåò-
ðîâ íîñèò íàçâàíèå áèôóðêàöèè.

Ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè áûëî ââåäåíî â êîíöå XIX âåêà ðóññêèì ó÷åíûì
À.Ì.Ëÿïóíîâûì ïðèìåíèòåëüíî ê áîëåå òðàäèöèîííûì äëÿ ìàòåìàòè-
êè äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Íàäî èìåòü ââèäó, ÷òî â íàñòîÿùåå

47



âðåìÿ ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïîíÿòèé óñòîé÷èâîñòè � ìû ðàññìàòðèâàåì
ëèøü ñàìûå ïðîñòûå èç íèõ. Ïîýòîìó ïðè èçó÷åíèè ðàçëè÷íûõ ëèòåðà-
òóðíûõ èñòî÷íèêîâ íåîáõîäèìî îáðàùàòü âíèìàíèå íà ñìûñë èñïîëüçóå-
ìûõ â íèõ òèïîâ óñòîé÷èâîñòè. Îñîáåííî ýòî îòíîñèòñÿ ê ýêîíîìè÷åñêîé
ëèòåðàòóðå, ãäå òåðìèí "óñòîé÷èâîñòü"ïðèìåíÿåòñÿ â ñàìîì ðàçíîîáðàç-
íîì ñìûñëå, ïîðîé áåç âñÿêèõ ïîÿñíåíèé.

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Ðåøåíèå ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ 1-ãî ïîðÿäêà

(a) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

(á) îáùåå

Òðàåêòîðèÿ

Àâòîíîìíîå (ñòàöèîíàðíîå) óðàâíåíèå

Òî÷êà ðàâíîâåñèÿ, íåïîäâèæíàÿ òî÷êà óðàâíåíèÿ

Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ

(a) óäåðæèâàþùàÿ

(á) ïðèòÿãèâàþùàÿ

(â) îòòàëêèâàþùàÿ

Óñòîé÷èâîñòü òî÷êè ðàâíîâåñèÿ (íåïîäâèæíîé òî÷êè)

Ôàçîâàÿ äèàãðàììà

Âîïðîñû

1. Äëÿ ÷åãî ââîäèòñÿ ôàçîâîå ìíîæåñòâî?

2. ×òî îçíà÷àþò çàïèñè: f : S → S; f : D → S?

3. Â ÷åì ñîñòîèò óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è îáëà-
ñòè çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ, çàäàþùåãî ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ïåðâî-
ãî ïîðÿäêà?
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4. Äëÿ êàêèõ îòîáðàæåíèé f ôàçîâîå ìíîæåñòâî ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîâîé
ïðÿìîé R?

5. Ñîâïàäàþò ëè íåïîäâèæíûå òî÷êè ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ è ñîîò-
âåòñòâóþùåãî åìó îòîáðàæåíèÿ?

6. Ïóñòü y∗ � òî÷êà ðàâíîâåñèÿ óðàâíåíèÿ yt+1 = f(yt). Ìîæåò ëè òðà-
åêòîðèÿ {yt}, ñòàðòóþùàÿ ñ y0 ̸= y∗, ïðèäòè â y∗?

7. Ïî÷åìó â ðàçíîñòíîì óðàâíåíèè ñ íåñêîëüêèìè òî÷êàìè ðàâíîâåñèÿ
íå ìîæåò áûòü ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé òî÷êè?

8. Ìîãóò ëè ïåðåñåêàòüñÿ ìíîæåñòâà ïðèòÿæåíèÿ ðàçëè÷íûõ íåïîäâèæ-
íûõ òî÷åê?

9. Ïî÷åìó â îïðåäåëåíèè óñòîé÷èâîñòè åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü íà-
ðå÷èå "àñèìïòîòè÷åñêè"?

10. Ïóñòü òðàåêòîðèÿ {y(t, y0)} óðàâíåíèÿ yt+1 = f(yt) ñõîäèòñÿ ê òî÷-
êå a ïðè t → ∞. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î òî÷êå a, åñëè: à) ôóíêöèÿ f

íåïðåðûâíà; á) f ðàçðûâíà?

Çàäà÷è

2.1. Èñïîëüçóÿ ìåòîä èòåðàöèé, íàéòè ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé ñ óêàçàííîé íà÷àëüíîé òî÷êîé:

a) yt+1 = yt + 1, y0 = 10;

á) yt+1 = αyt, y|t=0 = y0;

â) yt+1 = αyt − β, yt = y0 ïðè t = 0.

2.2.Èñïîëüçóÿ ôàçîâóþäèàãðàììó, èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü íåïî-
äâèæíûå òî÷êè óðàâíåíèé èç çàäà÷è 2.1.

2.3. Íàéòè ôàçîâûå ìíîæåñòâà, òî÷êè ðàâíîâåñèÿ è èññëåäîâàòü èõ
íà óñòîé÷èâîñòü ñ ïîìîùüþ ôàçîâîé äèàãðàììû:

a) yt+1 = 3
16 + y2

t ;

á) yt+1 = 2 − 3y2
t ;
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â) yt+1 = 4 + 9
4yt

;

ã) yt+1 = 1 + 3
4yt

.

2.4. à) Èçîáðàçèòü â êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè (t, y) òðàåêòîðèè óðàâ-
íåíèé èç ïðèìåðà 2.3 è ïîñòðîèòü ôàçîâûå äèàãðàììû;

á) Íàéòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ yt+1 = ayt è èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü
òî÷êè ðàâíîâåñèÿ â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà a.

2.5. Ïðè àíàëèçå óðàâíåíèÿ yt+1 = (yt)
α, α > 0 â ïðèìåðå 2.2 â

êà÷åñòâå ôàçîâîãî ìíîæåñòâà áûëà âûáðàíà ïîëóîñü R+. Îäíàêî äëÿ
íåêîòîðûõ α åãî ìîæíî âçÿòü áîëåå øèðîêèì.

à) Óêàçàòü, äëÿ êàêèõ α ìîæíî ïîëîæèòü S = R ;

á) Ðàññìîòðåòü äâà óðàâíåíèÿ ñ äðîáíûì è öåëûì çíà÷åíèåì α èç îò-
âåòà íà âîïðîñ à). Íàéòè èõ ðåøåíèÿ, èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü òî÷êè
ðàâíîâåñèÿ (íà ôàçîâîé ïðÿìîé R) è ïîñòðîèòü ôàçîâûå äèàãðàììû.

2.6. Ðàññìîòðèì îñíîâíîå óðàâíåíèå íåîêëàññè÷åñêîé ìîäåëè ýêîíî-
ìè÷åñêîãî ðîñòà èç ïðèìåðà 1.9:

kt+1 = υ[f(kt) + (1 − b)kt − ct].

Èññëåäîâàòü åãî íà óñòîé÷èâîñòü ïðè ñòåïåííîé ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíê-
öèè f(k) =

√
k è ñðåäíåäóøåâîì ïîòðåáëåíèè ct = cf(kt), ãäå c ∈ (0, 1) �

íîðìà ïîòðåáëåíèÿ.

2.2. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ

Îáùåå ëèíåéíîå, íåàâòîíîìíîå, ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå 1-ãî ïîðÿäêà èìå-
åò âèä

yt+1 = a(t)yt + b(t), t ∈ Z+ , (2.11)

ãäå �êîýôôèöèåíòû� a(t), b(t) � çàäàííûå ôóíêöèè öåëî÷èñëåííîãî àð-
ãóìåíòà t ∈ Z+. Ïðè b(t) ≡ 0 åãî íàçûâàþò îäíîðîäíûì, à â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå � íåîäíîðîäíûì.

Ìû íà÷íåì ñ áîëåå ïðîñòîãî àâòîíîìíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

yt+1 = ayt + b , t ∈ Z+ , (2.12)

ãäå a, b � êîíñòàíòû. Îíî çàäàåòñÿ âñþäó îïðåäåëåííîé ëèíåéíîé ôóíê-
öèåé f(y) = ay + b, ïîýòîìó ôàçîâîå ìíîæåñòâî ñîâïàäàåò ñ R.
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(1) Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå yt+1 = ayt çàäàåò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðî-
ãðåññèþ ñî çíàìåíàòåëåì a. Ïîýòîìó åãî ðåøåíèå, íà÷èíàþùååñÿ â òî÷êå
y0, îïèñûâàåòñÿ ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèåé: yt = y0a

t.

Íàïîìíèì, ÷òî íåïðåðûâíûé àíàëîã äàííîãî óðàâíåíèÿ � äèôôåðåí-
öèàëüíîå óðàâíåíèå y′ = ay èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðåøåíèå y(t) =
y0e

at. Â ðåøåíèÿõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé âìåñòî ýêñïîíåíò áóäóò ïîÿâ-
ëÿòüñÿ ïîêàçàòåëüíûå ôóíêöèè.

Äàííîìó óðàâíåíèþ ñîîòâåòñòâóåò îòîáðàæåíèå f = ay ñ îäíîé íåïî-
äâèæíîé òî÷êîé y∗ = 0 (êîðíåì óðàâíåíèÿ ay = y). Ïðè |a| < 1 ýòî
îòîáðàæåíèå îïèñûâàåò ñæàòèå, à ïðè |a| > 1 � ðàñòÿæåíèå (êàæäîé
òî÷êè y â a ðàç). Ñîîòâåòñòâåííî, ïðè |a| < 1 íåïîäâèæíàÿ òî÷êà y∗ = 0
ãëîáàëüíî óñòîé÷èâà: yt → 0 ïðè t → ∞ äëÿ âñåõ y0; ïðè |a| > 1 îíà
íåóñòîé÷èâà � òðàåêòîðèè íåîãðàíè÷åííî óäàëÿþòñÿ îò íåe. ×òî æå êà-
ñàåòñÿ ñëó÷àåâ a = 1 (âñå òðàåêòîðèè ïîñòîÿííû) è a = −1 (ðåøåíèÿ
yt = (−1)ty0 êîëåáëþòñÿ îêîëî y∗ ñ ïîñòîÿííîé àìïëèòóäîé), òî â íèõ y∗

óñòîé÷èâà, íî íå àñèìïòîòè÷åñêè.

Çàìåòèì, ÷òî îáùåå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî îäíîðîäíîãî óðàâíå-
íèÿ èìååò âèä y(t, C) = Cat; îíî ëèøü îáîçíà÷åíèåì îòëè÷àåòñÿ îò óêà-
çàííîãî âûøå ðåøåíèÿ.

(2) Íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå (2.12) ïðè a ̸= 1 èìååò îäíó òî÷êó
ðàâíîâåñèÿ

y∗ =
b

1 − a

è ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê îäíîðîäíîìó ïîäñòàíîâêîé

xt = yt − y∗ (òîãäà yt = xt + y∗). (2.13)

Äëÿ íîâîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè xt ïîëó÷àåòñÿ îäíîðîäíîå óðàâíåíèå
xt+1 = axt ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé x0 = y0 − y∗. Äåéñòâèòåëüíî

xt+1 = yt+1 − y∗ = ayt + b − y∗ =

+axt + ay∗ + b − y∗ = axt,

òàê êàê ïîä÷åðêíóòûå ÷ëåíû ñîêðàùàþòñÿ. Ýòî îäíîðîäíîå óðàâíåíèå
èìååò ðåøåíèå

xt = x0a
t = (y0 − y∗)at,
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è îáðàòíîé ïîäñòàíîâêîé ïîëó÷àåì ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ:

yt = xt + y∗ = (y0 − y∗)at + y∗ (a ̸= 1). (2.14)

Â èñêëþ÷åííîì ñëó÷àå a = 1 óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä yt+1 = yt + b (ñ
îòîáðàæåíèåì ñäâèãà f = y + b) . ßñíî, ÷òî îíî çàäàåò àðèôìåòè÷åñêóþ
ïðîãðåññèþ ñ ðàçíîñòüþ b è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ðåøåíèå

yt = y0 + tb (a = 1). (2.15)

Â ýòîì ñëó÷àå òî÷åê ðàâíîâåñèÿ íåò è ðåøåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ íåîãðàíè÷åí-
íûìè ïðè t → ∞.

Ôîðìóëà (2.14) ïîçâîëÿåò ëåãêî ïðîàíàëèçèðîâàòü ñâîéñòâà óñòîé÷è-
âîñòè â ñîäåðæàòåëüíîì ñëó÷àå a ̸= 1:

• ïðè |a| < 1 yt → y∗ ∀ y0 è y∗ ãëîáàëüíî óñòîé÷èâà;

• ïðè |a| > 1 |at| → ∞ è òðàåêòîðèè íåîãðàíè÷åííî óäàëÿþòñÿ îò
íåóñòîé÷èâîé òî÷êè y∗ ;

• ïðè a = −1 òðàåêòîðèè ñîâåðøàþò öèêëè÷åñêèå êîëåáàíèÿ îêîëî
òî÷êè ðàâíîâåñèÿ, êîòîðàÿ óñòîé÷èâà (íî íå àñèìïòîòè÷åñêè).

Êà÷åñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå î ïîâåäåíèè òðàåêòîðèé óðàâíåíèÿ (2.12)
äàþò ðèñ.2.3 è ðèñ.2.4. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà ìîíîòîííóþ ñõîäèìîñòü,
èëè ðàñõîäèìîñòü ðåøåíèé ïðè a > 1 è êîëåáàòåëüíóþ ïðè a < 0.

Çàìå÷àíèå. Ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ (2.12) ñîîòâåòñòâóåò îòîáðàæå-
íèå f = ay + b. Îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó îòîáðàæåíèé ðàñòÿæå-
íèÿ (ay) ñ êîýôôèöèåíòîì |a| è îòîáðàæåíèÿ ñäâèãà íà b åäèíèö. Êàê
ìû âèäèì, íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îêàçûâàåòñÿ ïðèòÿãèâàþùåé (ãëîáàëüíî
óñòîé÷èâîé), åñëè òîëüêî êîýôôèöèåíò ðàñòÿæåíèÿ < 1, ò.å. â äåéñòâè-
òåëüíîñòè èìååò ìåñòî ñæàòèå.

Çàñëóæèâàåò âíèìàíèå è ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ, à òàêæå åãî ñòðóêòóðà. Â ýòîì ìåòîäå íà ïåðâîì øàãå íà-
õîäèòñÿ íåêîòîðîå ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (â êà÷å-
ñòâå íåãî ïðè a ̸= 1 âûñòóïàåò ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå y∗), íà âòîðîì �
ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîäõîäÿùèì íà-
÷àëüíûì óñëîâèåì (â äàííîì ñëó÷àå y0 − y∗) è, íàêîíåö, ýòè ðåøåíèÿ
ñóììèðóþòñÿ è äàþò ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ çàäàííûì íà-
÷àëüíûì óñëîâèåì (ñì.(2.14)). Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî è â ñëó÷àå a = 1
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ðåøåíèå (2.15) ìîæíî ïîëó÷èòü ïî ýòîé ñõåìå (ïðîâåðüòå). Îïèñàííûì
ìåòîäîì ìîæíî ïîëó÷àòü ðåøåíèÿ âñåõ ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ ðàçíîñò-
íûõ è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ââåñòè ôóíêöèþ

y(t, C) = Cat + y∗,

ãäå t ∈ Z+, à C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, òî îíà áóäåò îáùèì ðåøåíè-
åì óðàâíåíèÿ (2.12) ïðè a ̸= 1. (Ïðîâåðüòå.) Ìû âèäèì, ÷òî è îáùåå ðå-
øåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ åñòü ñóììà îáùåãî ðåøåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ è ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíî-
ðîäíîãî.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè ôîðìóëû (2.14), (2.15) òîæå çàäàþò îáùåå ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ (2.12), òàê êàê íà÷àëüíàÿ òî÷êà y0 â íèõ ïðîèçâîëüíà.

Ðèñ.2.3. Ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé óðàâíåíèÿ (2.12) ïðè íåîòðèöàòåëüíûõ
çíà÷åíèÿõ a
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Ðèñ.2.4. Ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé óðàâíåíèÿ (2.12) ïðè a < 0

Ïðèìåð 2.4. Ðåøèì óðàâíåíèå yt+1 = 0, 5yt + 10. Çäåñü a = 0, 5,
b = 10, òî÷êà ðàâíîâåñèÿ y∗ = 20, îáùåå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî
îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ xt+1 = 0, 5xt � ýòî xt = C(0, 5)t. Ïîýòîìó îáùåå
ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

yt = y(t, C) = C(0, 5)t + 20.

Ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì y|t=0 = y0 ïîëó÷àåòñÿ îòñþäà ïðè C =
= y0 − y∗ = y0 − 20 (ñì.(2.14)):

yt = (y0 − 20)(o, 5)t + 20.

Âñå îíè ñõîäÿòñÿ ê íåïîäâèæíîé òî÷êå y∗ = 20, êîòîðàÿ óñòîé÷èâà.

(3) Ìîæíî ïîëó÷èòü ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ðåøåíèÿ îáùåãî íåàâòî-
íîìíîãî óðàâíåíèÿ (2.11). Îäíàêî îíà îêàçûâàåòñÿ ñëèøêîì ãðîìîçäêîé
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(ñì. çàäà÷ó 2.22) è ïðàêòè÷åñêè óäîáíåå íåïîñðåäñòâåííî èñïîëüçîâàòü
ìåòîä, îïèñàííûé â ïðåäûäóùåì ïóíêòå.

Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

yt+1 = ayt + b(t) (2.16)

ñ ïîñòîÿííûì êîýôôèöèåíòîì a. Ñíà÷àëà îáîñíóåì ìåòîä ðåøåíèÿ.

2.4.Ïóñòü {yt} � ëþáîå ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.16). Òîãäà ðå-
øåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé y0 ïðåäñòàâèìî â âèäå

yt = (y0 − y0)a
t + yt, t ∈ Z+ (2.17)

(îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïëþñ ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíî-
ðîäíîãî). Òàê êàê y0 çäåñü ïðîèçâîëüíî, òî ýòà ôîðìóëà äàåò îáùåå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.16).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àåòñÿ îò ðàññóæäåíèÿ ïóíê-
òà (1). Ïóñòü {yt} � èñêîìîå ðåøåíèå, ñòàðòóþùåå èç y0. Ïîëîæèì xt =
= yt − yt . Òîãäà x0 = y0 − y0 è

xt+1 = yt+1 − yt+1 = ayt + b(t) − yt+1 =

= axt + ayt + b(t) − yt+1 = axt,

òàê êàê {yt} óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.16). Äëÿ xt ïîëó÷èëè îäíî-
ðîäíîå óðàâíåíèå ñ ðåøåíèåì xt = (y0 − y0)a

t. Îáðàòíîé ïîäñòàíîâêîé
ïîëó÷àåì ôîðìóëó (2.17). �

Ïðè èñïîëüçîâàíèè óòâåðæäåíèÿ 2.4 îñíîâíàÿ òðóäíîñòü ñîñòîèò â
ïîäáîðå ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ. Äâà ïîñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèÿ ñîäåðæàò ñî-
îòâåòñòâóþùèå ðåöåïòû äëÿ íåêîòîðûõ òèïè÷íûõ ñëó÷àåâ.

2.5.Ïóñòü b(t) = P (t) � íåêîòîðûé ïîëèíîì îò t. Òîãäà óðàâíåíèå
(2.16) èìååò ÷àñòíîå ðåøåíèå âèäà yt = Q(t), ãäå Q(t) � òîæå ïîëè-
íîì

• òîé æå ñòåïåíè, ÷òî è P , åñëè a ̸= 1,
• ñòåïåíè íà åäèíèöó âûøå P , åñëè a = 1.

Èëëþñòðèðóåì ýòî óòâåðæäåíèå íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ yt+1 = ayt + t,

ãäå b(t) = t. Ïîïðîáóåì èñêàòü åãî ÷àñòíîå ðåøåíèå â âèäå yt = Q(t) =
= At + B, ãäå A,B � íåîïðåäåëåííûå êîýôôèöèåíòû. Ïîäñòàâëÿÿ yt â
óðàâíåíèå, ïðèäåì ê ðàâåíñòâó

B + A(t + 1) = a(At + B) + t.
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Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ t ñëåâà è ñïðàâà,
ïîëó÷èì ñèñòåìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ A,B:

aA + 1 = A, A + B = aB.

Åñëè a ̸= 1, òî îòñþäà íàõîäèì

A =
1

1 − a
, B = − 1

(1 − a)2 .

Ïîýòîìó

yt =
t

1 − a
− 1

(1 − a)2 , y0 = − 1

(1 − a)2

è îáùåå ðåøåíèå íàéäåòñÿ ïî ôîðìóëå (2.17).

Åñëè æå a = 1, òî ÷àñòíîå ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå yt = At2+
+Bt + C. Âíîâü ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå, ïðèäåì ê ñèñòåìå äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ:

2A + B = B + 1, A + B = 0, C = 0 .

Îòñþäà íàõîäèì A = 1/2, B = −1/2 è ïîëó÷àåì ÷àñòíîå ðåøåíèå

yt =
t2

2
− t

2
, ȳ0 = 0

(ïðîâåðüòå). Îñòàåòñÿ âíîâü âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (2.17).

2.6. Ïóñòü b(t) = λtP (t) � ïðîèçâåäåíèå ñòåïåíè ÷èñëà λ ̸= 0 è ïî-
ëèíîìà îò t. Òîãäà óðàâíåíèå (2.16) èìååò ÷àñòíîå ðåøåíèå âèäà
yt = λtQ(t), ãäå Q(t) � ïîëèíîì

• òîé æå ñòåïåíè, ÷òî è P , åñëè λ ̸= a ,
• ñòåïåíè íà åäèíèöó âûøå P , åñëè λ = a .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàíîâêà yt â óðàâíåíèå

yt+1 = ayt + λtP (t) (2.18)

ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà λt ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó

λQ(t + 1) = aQ(t) + P (t).

Íàì äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå ïîëèíîìàQ(x) îò ïåðåìåííîé
x ∈ R, óäîâëåòâîðÿþùåãî àíàëîãè÷íîìó ðàâåíñòâó

λQ(x + 1) − aQ(x) = P (x). (2.19)
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Ìû ñäåëàåì ýòî èíäóêöèåé ïî ñòåïåíè n ïîëèíîìà P .

à) Ïóñòü λ ̸= a. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé n = 0, êîãäà P åñòü ïðîñòî ïî-
ñòîÿííàÿ: P (x) ≡ c. Âûáåðåì òîãäà è Q(x) = c0 = const. Èç óðàâíåíèÿ
(2.19) ïîëó÷èì, ÷òî c0 = c/λ−a, è òåì ñàìûì äëÿ n = 0 íóæíîå ñâîéñòâî
óñòàíîâëåíî.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî îíî âåðíî äëÿ âñåõ ïîëèíîìîâ P (x) ñòåïåíè
≤ n − 1. Âûâåäåì îòñþäà åãî ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ P (x) ñòåïåíè n.

Ëþáîé òàêîé ïîëèíîì ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

P (x) = Axn + R(x) (A,R çàäàíû), (2.20)

ãäå R(x) � ïîëèíîì ñòåïåíè ≤ n−1. Â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 2.6,
âîçüìåì òîãäà Q(x) â âèäå

Q(x) = Bxn + S(x) (B,S èñêîìûå),

ãäå S(x) � íåêîòîðûé ïîëèíîì ñòåïåíè ≤ n − 1. Ïîäñòàíîâêà ýòèõ âû-
ðàæåíèé â óðàâíåíèå (2.19) ïîñëå ïåðåãðóïïèðîâêè ÷ëåíîâ ïðèâîäèò ê
ðàâåíñòâó

λS(x + 1) − aS(x) = R(x) + Axn−
−B[λ(x + 1)n − axn].

Âûáîðîì ÷èñëà B êîýôôèöèåíò ïðè xn, ðàâíûé A−B(λ−a), ìîæíî îá-
ðàòèòü â íóëü, ÷òî äàåò B = A/λ−a. Òåì ñàìûì ìû ïðèäåì ê óðàâíåíèþ
îòíîñèòåëüíî S(x) òèïà (2.19), â êîòîðîì âñå ïîëèíîìû èìåþò ñòåïåíü
≤ n − 1. Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ýòî óðàâíåíèå ðàçðåøèìî
è óòâåðæäåíèå äëÿ ñëó÷àÿ λ ̸= a äîêàçàíî.

á) Ïóñòü λ = a. Åñëè n = 0, ò.å. P ≡ c, òî ïîëèíîì Q(x) = cx/λ
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.19).

Äîïóñòèì, ÷òî óðàâíåíèå (2.19) èìååò ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî Q (ñòå-
ïåíè n) äëÿ âñåõ ïîëèíîìîâ P ñòåïåíè ≤ n−1 è âíîâü ïåðåéäåì ê ñëó÷àþ
ñòåïåíè n è ïðåäñòàâëåíèþ P â âèäå (2.20). Òåïåðü èùåì Q â âèäå

Q(x) = Cxn+1 + S(x),

ãäå ñòåïåíü S ≤ n. Â ýòîì ñëó÷àå ïîäñòàíîâêà â (2.19) äàåò ðàâåíñòâî

aS(x + 1) − aS(x) = R(x) + Axn − aC[(x + 1)n+1 − xn+1].
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Â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ÷ëåíû ñòåïåíè n + 1 ñîêðàùàþòñÿ, à îáùèé êî-
ýôôèöèåíò ïðè xn ðàâåí A − aC(n + 1), ãäå A, a èçâåñòíû. Âûáîðîì
C = A/a(n+1) âíîâü îáðàòèì åãî â íóëü. Òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ
îêàæåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè ≤ n − 1, à òàêîå óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå
ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè.

Ïðàêòè÷åñêè ÷àñòíûå ðåøåíèÿ íàõîäÿò ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êî-
ýôôèöèåíòîâ, çàäàâàÿ ñòåïåíü èñêîìîãî ïîëèíîìà â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåð-
æäåíèÿìè 2.5, 2.6.

Ïðèìåð 2.5. Íàéäåì ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ yt+1 = ayt + tλt ïðè
λ ̸= a. Çäåñü P (t) = t è ìû äîëæíû èñêàòü åãî â âèäå yt = λt(At + B).
Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

λt+1[A(t + 1) + B] = aλt(At + B) + tλt,

èëè, ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà λt ,

λAt + λA + λB = (aA + 1)t + aB.

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòûïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ t ñëåâà è ñïðàâà,
ïîëó÷àåì ñèñòåìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ A,B:

λA = aA + 1, λA + λB = aB.

Îòñþäà íàõîäèì

A = 1/λ − a, B = −λ/(λ − a)2,

à âìåñòå ñ íèìè è ÷àñòíîå ðåøåíèå.

Ïðè λ = a ÷àñòíîå ðåøåíèå ìîæíî íàéòè â âèäå yt = λt(Ct2 + Dt).
Çàìå÷àíèå. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2.6, îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(2.18) èìååò âèä
yt = (y0 − Q(0))at + λtQ(t),

ãäå Q(t) � íåêîòîðûé ïîëèíîì. Õîòÿ äàííîå óðàâíåíèå íåàâòîíîìíî, ïî-
âåäåíèå åãî ðåøåíèé ïðè t → ∞ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ. Íåòðóäíî ïîêà-
çàòü, ÷òî çäåñü èìåþòñÿ ñëåäóþùèå âîçìîæíîñòè:

• ïðè |a| < 1, |λ| < 1 yt → 0 ∀y0 ;

• ïðè a = 1, |λ| < 1 yt → y0 − Q(0) ∀y0 ;

58



• ïðè a = −1, |λ| < 1 ñõîäèìîñòè íåò, íî òðàåêòîðèè íå ðàçáåãàþòñÿ
îò òðåíäà (òåíäåíöèè) y = 0, à êîëåáëþòñÿ îêîëî íåãî;

• â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ òðàåêòîðèè ðàñõîäÿòñÿ.

Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ, îïèñàííîãî â óòâåðæäåíèè 2.5, ÿâ-
ëÿþòñÿ ðàñõîäÿùèìèñÿ.

Çàäà÷è

Â çàäà÷àõ (2.7) � (2.20) òðåáóåòñÿ:

1) íàéòè îáùåå ðåøåíèå (ñ ïðîèçâîëüíûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì);

2) ïîëó÷èòü èç íåãî ÷àñòíîå ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå íà÷àëüíîìó
óñëîâèþ, åñëè îíî óêàçàíî;

3) èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü òî÷êè ðàâíîâåñèÿ (äëÿ õàðàêòåðèñòè-
êè òèïîâ ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé èñïîëüçóéòå ðèñ.2.3 è ðèñ.2.4).

2.7. yt+1 = −3yt + 4, y0 = 4.

2.8. yt+1 − 0, 2yt = 6, y0 = 4.

2.9. 2yt+1 − yt = 6, y0 = 7.

2.10. yn+1 = 2yn − 10, n = 0, 1, . . . , y|n=0 = y0.

2.11. yn+1 = yn, n = 0, 1, . . . .

2.12. yt = 0, 5yt−1 + 1, t = 1, 2, . . . , y|t=1 = y0.

2.13. yt+1 − 0, 1yt = 9.

2.14. yt − yt−1 = −1.

2.15. yt+1 − 5yt = −2.

2.16. yt+1 = 1
3yt + 6, y0 = 1 .

2.17. yt+1 = −1
4yt + 5, y0 = 2 .

2.18. yt+1 = −2yt + 9, y0 = 4 .

2.19. yt+1 − yt = 3, y0 = 5 .

2.20. Ðàññìîòðåòü óðàâíåíèÿ èç çàäà÷è 2.1.
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2.21.Äîêàçàòü ñâîéñòâà ñõîäèìîñòè òðàåêòîðèé óðàâíåíèÿ (2.18), îïè-
ñàííûå â çàìå÷àíèè ïîñëå ïðèìåðà 2.5.

Óêàçàíèå. Èñïîëüçîâàòü ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ.

2.22. Íåàâòîíîìíûå ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ.

à) Êàêèå ðåøåíèÿ èìååò ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå yt+1 = b(t), ãäå b(t) �
ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà Z+?

á) Èñïîëüçóÿ ìåòîä èòåðàöèé, ïîêàçàòü, ÷òî îäíîðîäíîå óðàâíåíèå
yt+1 = a(t)yt èìååò îáùåå ðåøåíèå âèäà

yt = a(0)a(1) . . . a(t − 1)y0 =
t−1∏
i=0

a(i)y0 ,

ãäå
∏

ñèìâîë ïðîèçâåäåíèÿ.

â) Ïîêàçàòü, ÷òî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ yt+1 = a(t)yt + b(t) èìååò
âèä

yt =
t−1∏
i=0

a(i)y0 +
t−1∑
j=0

b(j)
t−1∏

i=j+1

a(i) .

Óêàçàíèå. Ïîäñòàâüòå yt â óðàâíåíèå.

2.23. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ è èññëåäîâàòü àñèìïòîòèêó ðåøåíèé (èõ
ïîâåäåíèå ïðè t → ∞) :

a) yt+1 = α
t+1yt;

á) yt+1 = ayt + t;

â) yt+1 = (t + 1)yt + b;

ã) yt+1 = ayt + βt;

ä) yt+1 = αtyt + b.
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2.3. Ïàóòèíîîáðàçíûå ìîäåëè ðûíêà

2.3.1. Ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè ðûíî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ

Ðàññìîòðèì ðûíîê òîâàðà, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåòñÿ ôóíêöèÿìè ñïðîñà
QD = f(P ) è ïðåäëîæåíèÿ QS = g(P ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòè ôóíêöèè
òàêîâû, ÷òî ñóùåñòâóåò îäíà òî÷êà ðûíî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ, ò.å. óðàâíåíèå

QD = QS, ò.å. f(P )︸ ︷︷ ︸
ñïðîñ

= g(P )︸︷︷︸
ïðåäëîæåíèå

(2.21)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå P ∗ , ò.å. ëèíèè ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ ïåðå-
ñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå E ñ êîîðäèíàòàìè (Q∗, P ∗), ãäå Q∗ = f(P ∗) =
= g(P ∗).

Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî â ñèëó êàêèõ-ëèáî ïðè÷èí öåíà îòêëîíèëàñü îò
ðàâíîâåñíîãî çíà÷åíèÿ P ∗, ò.å. ðûíîê âûøåë èç ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ.
Åñëè ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ðûíîê âîçâðàùàåòñÿ ê ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ
â òî÷êå E è öåíà ïðèíèìàåò ðàâíîâåñíîå çíà÷åíèå P ∗, èëè � ÷òî áîëåå
ðåàëèñòè÷íî � ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ñîñòîÿíèå ðûíêà íåóêëîííî ïðèáëè-
æàåòñÿ ê ðàâíîâåñíîìó, à öåíà � ê çíà÷åíèþ P ∗, � òî ðàâíîâåñèå ðûí-
êà íàçûâàþò óñòîé÷èâûì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàâíîâåñèå íàçûâàþò
íåóñòîé÷èâûì.

Ñàìî ïî ñåáå ñóùåñòâîâàíèå òî÷êè ðàâíîâåñèÿ â ìîäåëè (2.21) íå ãà-
ðàíòèðóåò óñòîé÷èâîñòè. Ñ ïîìîùüþ ýòîé ñòàòè÷åñêîé ìîäåëè íåâîçìîæ-
íî ðåøèòü, îáëàäàåò ëè äàííûé ðûíîê ñâîéñòâîì óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâå-
ñèÿ � âåäü ñàìà ïîñòàíîâêà âîïðîñà îá óñòîé÷èâîñòè èìååò ÿâíî äèíà-
ìè÷åñêèé õàðàêòåð. Äåéñòâèòåëüíî, ñâîéñòâî óñòîé÷èâîñòè ìîæíî ïåðå-
ôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ñîñòîÿíèå ðûíî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ óñòîé÷èâî, åñëè ïðè îòêëî-
íåíèè â íà÷àëüíûé ïåðèîä âðåìåíè t = 0 öåíû P0 îò ðàâíî-
âåñíîé, ò.å. ïðè P0 ̸= P ∗, å¼ çíà÷åíèÿ ñõîäÿòñÿ ê ïîñëåäíåé ñ
òå÷åíèåì âðåìåíè: Pt → P ∗ ïðè t → ∞.

ßñíî, ÷òî âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè èëè íåóñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ ìîæíî
àíàëèçèðîâàòü òîëüêî ñ ïîìîùüþ äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé ðûíêà.

Ïðîáëåìà óñòîé÷èâîñòè èëè, êàê åù¼ ãîâîðÿò, ñòàáèëüíîñòè ðûíî÷-
íîãî ðàâíîâåñèÿ, èìååò âàæíîå ýêîíîìè÷åñêîå çíà÷åíèå. Åñëè ðûíî÷íîå
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ðàâíîâåñèå óñòîé÷èâî ïîä âëèÿíèåì ëèøü ñâîèõ âíóòðåííèõ ñèë, ò.å. çà
ñ÷¼ò ñàìîðåãóëÿöèè, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äîïîëíèòåëüíîå âíåøíåå ðåãó-
ëèðîâàíèå ðûíêà íå òðåáóåòñÿ: ðûíîê ñàì ïîääåðæèâàåò ñâîþ ñáàëàíñè-
ðîâàííîñòü. Åñëè æå ðàâíîâåñèå íåóñòîé÷èâî, òî ðåãóëèðîâàíèå ðûíêà
ñòàíîâèòñÿ íàñòîÿòåëüíî íåîáõîäèìûì.

Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ñîäåðæàòåëüíîå óñëîâèå ðûíî÷íîãî ðàâ-
íîâåñèÿ îçíà÷àåò àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü òî÷êè ðàâíîâåñèÿ äè-
íàìè÷åñêîé ìîäåëè ðûíêà.

2.3.2. Ïàóòèíîîáðàçíàÿ ìîäåëü ðûíêà

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ äèíàìè÷åñêóþ ìîäåëü ðûíêà íåêîòîðîãî òîâà-
ðà. Â ýòîé ìîäåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáú¼ì ñïðîñà â ëþáîé òåêóùèé
ìîìåíò âðåìåíè çàâèñèò îò óðîâíÿ öåíû ýòîãî ïåðèîäà � Pt, à ïðåäëîæå-
íèå ðåàãèðóåò íà èçìåíåíèå öåíû ñ íåêîòîðûì çàïàçäûâàíèåì è çàâèñèò
îò óðîâíÿ öåíû â ïðåäøåñòâóþùåì ïåðèîäå � Pt−1. Âîçìîæíû ðàçëè÷íûå
èíòåðïðåòàöèè ýòîãî çàïàçäûâàíèÿ. Íàïðèìåð, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðî-
èçâîäèòåëÿì íåîáõîäèì çàïàñ âðåìåíè, ÷òîáû ïåðåéòè íà íîâûé óðîâåíü
âûïóñêà ïðîäóêöèè ïîñëå ðåàãèðîâàíèÿ íà èçìåíåíèå óðîâíÿ ðûíî÷íîé
öåíû. Äðóãîé âàðèàíò èíòåðïðåòàöèè � ïðîèçâîäèòåëè îïðåäåëÿþò â ïå-
ðèîä t − 1 îáú¼ì ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóþùåãî ïåðèîäà, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî
öåíà ïåðèîäà t − 1 ñîõðàíèòñÿ è â ïåðèîä t.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç QDt è QSt îáúåìû ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ â ïåðèîä t.
Ïðåäïîëîæåíèÿ ìîäåëè îçíà÷àþò, ÷òî ôóíêöèÿ òåêóùåãî ñïðîñà çàâèñèò
îò Pt, ò.å.

QDt = f(Pt), (2.22)

à ôóíêöèÿ òåêóùåãî ïðåäëîæåíèÿ � îò Pt−1:

QSt = g(Pt−1). (2.23)

Ñëåäóþùåå äîïóùåíèå ìîäåëè ñîñòîèò â òîì, ÷òî èçìåíåíèå öåíû âî
âðåìåíè ïðîèñõîäèò òàê, ÷òîáû ðûíîê áûë ñáàëàíñèðîâàí â êàæäîì ïå-
ðèîäå, ò.å. òåêóùèé ñïðîñ ðàâíÿëñÿ òåêóùåìó ïðåäëîæåíèþ:

QDt = QSt , ò.å. f(Pt) = g(Pt−1). (2.24)

Ýòî äîïóùåíèå îçíà÷àåò, ÷òî öåíà äàííîãî òîâàðà ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ãèá-
êîé � ñïîñîáíîé óðàâíîâåøèâàòü ñïðîñ ñ ïðåäëîæåíèåì â ëþáîì ïåðèîäå.
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Åñëè íà÷àëüíûé óðîâåíü öåíû P0 èçâåñòåí, òî èç ïîñëåäíåãî ðåêóð-
ðåíòíîãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ òðàåêòîðèÿ öåíû, à ïî íåé � ñîâïàäà-
þùèå ìåæäó ñîáîé òðàåêòîðèè îáúåìîâ ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ.

Â ñîâîêóïíîñòè ñäåëàííûå äîïóùåíèÿ ïîçâîëÿþò äàòü âàëüðàñîâñêóþ
èíòåðïðåòàöèþ ìîäåëè: ðûíîê ðåãóëèðóåò íåêèé àóêöèîíèñò, êîòîðûé
ñíà÷àëà îáúÿâëÿåò öåíó òîâàðà, ïîñëå ÷åãî ïîêóïàòåëè è ïðîäàâöû ñî-
âåðøàþò óñëîâíûå ñäåëêè è ñîîáùàþò èõ ðåçóëüòàòû � îáúåìû ñïðîñà-
ïðåäëîæåíèÿ � àóêöèîíèñòó; åñëè îíè îêàçàëèñü íå ñáàëàíñèðîâàííûìè,
òî àóêöèîíèñò îáúÿâëÿåò íîâóþ öåíó, ñòðåìÿñü ñáàëàíñèðîâàòü ðûíîê.
Îêîí÷àòåëüíûå ñäåëêè ñîâåðøàþòñÿ ïîñëå äîñòèæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

×òîáû óïðîñòèòü àíàëèç , âîçüì¼ì ôóíêöèè ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ
ëèíåéíûìè, ò.å.

f(P ) = a − bP, g(P ) = c + dP, (2.25)

ãäå a, b, c, d� ïàðàìåòðû. Çàìåòèì, ÷òî ñ ýêîíîìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ
åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî b > 0, d > 0, ò.å. ïðÿìûå ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ
èìåþò íîðìàëüíûé íàêëîí: ó ñïðîñà îòðèöàòåëüíûé (è ðàâíûé (−1/b)),
à ó ïðåäëîæåíèÿ � ïîëîæèòåëüíûé (1/d) . Ñ ó÷¼òîì (2.25) ðàâåíñòâà
(2.22)�(2.24) ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:{

QDt = a − bPt, QSt = c + dPt−1,
a − bPt = c + dPt−1.

(2.26)

Óðàâíåíèÿ (2.26) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìîäåëü ðûíêà, êîòîðàÿ íîñèò íà-
çâàíèå ïàóòèíîîáðàçíîé. Îñíîâíûì â íåé ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíåå ðàçíîñòíîå
óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðûíî÷íîé öåíû, îáåñïå÷èâàþùåé â êàæäîì
ïåðèîäå ðàâåíñòâî ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ.

×òîáû íàéòè ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïåðåïèøåì åãî ñíà÷àëà â ñëå-
äóþùåì âèäå:

Pt =
a − c

b
− d

b
Pt−1 . (2.27)

Øàã 1. Íàõîäèì òî÷êó ðàâíîâåñèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ, ò.å. íå çàâè-
ñÿùåå îò âðåìåíè ïîñòîÿííîå ðåøåíèå Pt = P ∗ ∀ t. Çàìåíèâ â (2.27) Pt−1

è Pt íà P ∗ , ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

P ∗ =
a − c

b
− d

b
P ∗ (2.27)
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Îòñþäà íàõîäèì èñêîìîå çíà÷åíèå öåíû P ∗:

P ∗ =
a − c

b + d
. (2.28)

Ýòî çíà÷åíèå P > 0 ïðè a > c, ÷òî âïîëíå ðåàëèñòè÷íî.

Çàìåòèì, ÷òî ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè ñîâïàäàåò ñ
öåíîé ðûíî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ â ñòàòè÷åñêîé ìîäåëè (2.21). Â ýòîì ëåãêî
óáåäèòüñÿ, åñëè ïðèðàâíÿòü ôóíêöèè ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ (2.25).

Èòàê, â äàííîé ìîäåëè ðûíêà èìååòñÿ îäíà òî÷êà ðàâíîâåñèÿ.

Øàã 2. Äåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé, ïîëîæèâ

yt = Pt − P ∗. (2.29)

Ïðè t = 0 ïîëó÷àåì, ÷òî y0 = P0−P ∗ , ò.å. y ïðèíèìàåò èçâåñòíîå çíà÷å-
íèå, ïîñêîëüêó íà÷àëüíûé óðîâåíü öåíû P0 ïðåäïîëàãàåòñÿ èçâåñòíûì.

Íàéä¼ì óðàâíåíèå, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò íîâàÿ ïåðåìåííàÿ:

yt = Pt − P ∗ =
a − c

b
− d

b
Pt−1 − P ∗ =

=
a − c

b
− d

b
(yt−1 + P ∗) − P ∗ = −d

b
yt−1.

Òàêèì îáðàçîì, y óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó ðåêóððåíòíîìó óðàâíåíèþ

yt = −d

b
yt−1, t = 1, 2, . . . ,

y0 = P0 − P ∗ çàäàíî .

ßñíî, ÷òî ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ñî çíàìåíàòåëåì (−d/b):

yt = y0

(
−d

b

)t

= (P0 − P ∗)

(
−d

b

)t

.

Øàã 3 ñîñòîèò â âîçâðàùåíèè ê èñõîäíîé ïåðåìåííîé ñ ïîìîùüþ
ðàâåíñòâà (2.29):

Pt = P ∗ + yt = P ∗ + (P0 − P ∗)

(
−d

b

)t

. (2.30)
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Ýòà ôîðìóëà è îïðåäåëÿåò òðàåêòîðèþ èçìåíåíèÿ öåíû â äàííîé ìî-
äåëè. Èç íå¼ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ðûíî÷íàÿ öåíà Pt áóäåò êîëåáàòüñÿ îêî-
ëî ðàâíîâåñíîãî óðîâíÿ P ∗, òàê êàê ìíîæèòåëü (−d/b)t ìîæåò ïðèíè-
ìàòü êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Îäíàêî êà÷å-
ñòâåííûé õàðàêòåð ýòèõ êîëåáàíèé è óñòîé÷èâîñòü ðàâíîâåñèÿ çàâèñÿò
îò îòíîøåíèé ïàðàìåòðîâ d, b, êîòîðûå çàäàþò íàêëîíû ïðÿìûõ ñïðîñà
è ïðåäëîæåíèÿ.

Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ.

1) Çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ öåíû è óñòîé÷èâîñòü

Îòíîøåíèå d/b < 1 èëè, èíà÷å, d < b. Â ýòîì ñëó÷àå(
−d

t

)t

→ 0 ïðè t → ∞ ,

öåíà ñõîäèòñÿ ê ðàâíîâåñíîé �

Pt → P ∗ ïðè t → ∞

è ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Êîëåáàíèÿ îòíîñè-
òåëüíî P ∗ ïðîèñõîäÿò ñ óìåíüøàþùåéñÿ àìïëèòóäîé è ÿâëÿþòñÿ çàòó-
õàþùèìè.

2) Âçðûâíûå êîëåáàíèÿ öåíû è íåóñòîé÷èâîñòü

Îòíîøåíèå d/b > 1, ò.å. d > b. Â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ öåíû, êîëåá-
ëÿñü, áóäåò âñ¼ áîëåå óäàëÿòüñÿ îò óðîâíÿ P ∗ , ïîñêîëüêó (−d/b)t → ∞
ïðè t → ∞. Òàêèå êîëåáàíèÿ ñ íàðàñòàþùåé àìïëèòóäîé íàçûâàþòñÿ
âçðûâíûìè.

3) Öèêëè÷åñêèå êîëåáàíèÿ è íåóñòîé÷èâîñòü

Ïðè d = b öåíà ïîî÷åð¼äíî ïðèíèìàåò ëèøü äâà çíà÷åíèÿ, îòêëî-
íÿÿñü îò ðàâíîâåñíîé òî â áîëüøóþ, òî â ìåíüøóþ ñòîðîíó íà îäíó è
òó æå âåëè÷èíó. Â ýòîé ñèòóàöèè ãîâîðÿò, ÷òî öåíà ñîâåðøàåò ðåãóëÿð-
íûå èëè öèêëè÷åñêèå êîëåáàíèÿ îêîëî ðàâíîâåñíîãî óðîâíÿ. Çàìåòèì
÷òî, ïîñêîëüêó ñîâïàäàþùèå ìåæäó ñîáîé îáúåìû ñïðîñà è ïðåäëîæå-
íèÿ ñâÿçàíû ñ öåíîé ðàâåíñòâàìè (2.24) , òî â êàæäîì èç óêàçàííûõ
òð¼õ ñëó÷àåâ ïîâåäåíèå òðàåêòîðèè îáú¼ìà òîâàðà Qt(= QDt = QSt) îò-
íîñèòåëüíî ðàâíîâåñíîãî óðîâíÿ Q∗ âïîëíå àíàëîãè÷íî ïîâåäåíèþ öåíû
Pt îòíîñèòåëüíî P ∗.
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Î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå 2) óñòîé÷èâîñòè íåò, à â 3) åñòü ïðîñòî óñòîé-
÷èâîñòü.

Õîòÿ âñå ýòè âûâîäû ñëåäóþò íåïîñðåäñòâåííî èç ôîðìóëû (2.30) äëÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Pt, ïîëåçíî îáðàòèòüñÿ ê ãðàôè÷åñêîé èëëþñòðàöèè
ìîäåëè. Íà ðèñóíêàõ 2.5.1 � 2.5.3 ñëåâà èçîáðàæåíû ïðÿìûå ñïðîñà è
ïðåäëîæåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ íàêëîíàõ, à ñïðàâà � ñõåìàòè÷íûé ãðàôèê
çàâèñèìîñòè öåíû îò âðåìåíè (ò.å. òðàåêòîðèè ïåðåìåííîé P ).

Ðèñ.2.5.1. Çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ öåíû è óñòîé÷èâîñòü

Ðèñ.2.5.2. Âçðûâíûå êîëåáàíèÿ öåíû è íåóñòîé÷èâîñòü
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Ðèñ.2.5.3. Öèêëè÷åñêèå êîëåáàíèÿ è íåóñòîé÷èâîñòü

Ïðÿìûå ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ � ýòî ãðàôèêè ôóíêöèé, îáðàòíûõ ê
(2.25). Èõ óðàâíåíèÿ òàêîâû:

• ïðÿìàÿ ñïðîñà �
P = −1

b
Q +

a

b
ñ íàêëîíîì − 1/b < 0;

• ïðÿìàÿ ïðåäëîæåíèÿ �

P =
1

d
Q − c

d

ñ íàêëîíîì 1/d > 0.

Â ñëó÷àå 1) àáñîëþòíîå çíà÷åíèå íàêëîíà ïðÿìîé ñïðîñà 1/b ìåíüøå
íàêëîíà ïðÿìîé ïðåäëîæåíèÿ (ò.å. b > d) è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäíÿÿ
èçîáðàæàåòñÿ áîëåå êðóòî ïî îòíîøåíèþ ê îñè OQ. Ïðîñëåäèì íà ãðà-
ôèêå ðèñóíêà ñëåâà, êàê ïðîèñõîäèò ïðîöåññ èçìåíåíèÿ öåíû.

Íà÷àëüíîé öåíå P0 ñîîòâåòñòâóåò â ñèëó (2.26) ïðåäëîæåíèå QS1 =
= c + dP0 (òî÷êà M0 íà ïðÿìîé S). Âîçíèêàåò èçáûòîê ïðåäëîæåíèÿ
è ðàâíîâåñèå íà ðûíêå óñòàíàâëèâàåòñÿ çà ñ÷¼ò óìåíüøåíèÿ öåíû äî
óðîâíÿ P1 (òî÷êà M1 íà ãðàôèêå D). Íîâîé öåíå P1 ñîîòâåòñòâóåò îáú¼ì
ïðåäëîæåíèÿ QS2 = c+dP1 (òî÷êà M2). Òåïåðü âîçíèêàåò äåôèöèò ïðåä-
ëîæåíèÿ è ðàâåíñòâî ñî ñïðîñîì ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ öåíû äî óðîâíÿ
P2 (òî÷ê M3 íà ïðÿìîé ñïðîñà). Äàëåå ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ ñïðîñà è
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ïðåäëîæåíèÿ çà ñ÷¼ò èçìåíåíèÿ ðûíî÷íîé öåíû ïîâòîðÿåòñÿ. Ïîñëåäî-
âàòåëüíîå ñîåäèíåíèå òî÷åê M0,M1, . . . îòðåçêàìè ïðèâîäèò ê çàêðó÷è-
âàþùåéñÿ �ñïèðàëè�, íàïîìèíàþùåé âèä ïàóòèíû (îòñþäà è ïðîèñõîäèò
íàçâàíèå ìîäåëè). Ñîîòâåòñòâåííî, ñïðàâà íà ãðàôèêå òðàåêòîðèè àì-
ïëèòóäà êîëåáàíèé öåíû îêîëî P ∗ ñî âðåìåíåì çàòóõàåò.

Â ñëó÷àÿõ 2), 3), êîãäà àáñîëþòíûé íàêëîí ïðÿìîé ñïðîñà áîëüøå è
ðàâåí íàêëîíó ïðÿìîé ïðåäëîæåíèÿ �êàðòèíêè� ñòðîÿòñÿ ïî îïèñàííîé
ñõåìå, íî èìåþò äðóãîé âèä.

Òàêèì îáðàçîì, äàæå ïðè íîðìàëüíîì íàêëîíå ëèíèé ñïðîñà è ïðåä-
ëîæåíèÿ çàïàçäûâàíèå â ðåàêöèè ïðåäëîæåíèÿ íà èçìåíåíèå öåíû ìîæåò
ïðèâîäèòü ê íåñòàáèëüíîñòè ðûíêà. Çàìåòèì, ÷òî ïî òîé æå ñõåìå ìîæ-
íî ïðîàíàëèçèðîâàòü è àíîðìàëüíûå ñèòóàöèè â ðàñïîëîæåíèè ãðàôèêîâ
ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ.

Íåäîñòàòêè ïàóòèíîîáðàçíîé ìîäåëè äîñòàòî÷íî î÷åâèäíû. Âî�ïåð�
âûõ, ðàñõîäÿùèåñÿ è öèêëè÷åñêèå êîëåáàíèÿ (ñëó÷àè 2, 3) íà ïðàêòèêå
íå íàáëþäàþòñÿ, ïîñêîëüêó ïðîèçâîäèòåëè ó÷àòñÿ íà ñâîèõ îøèáêàõ: ðà-
íî èëè ïîçäíî îíè çàìåòÿò, ÷òî èõ îæèäàíèÿ, îñíîâàííûå íà ñîõðàíåíèè
öåíû ïðîøëîãî ïåðèîäà, íå îïðàâäûâàþòñÿ è îíè èçìåíÿò ïðîöåäóðó
îïðåäåëåíèÿ îæèäàåìîé öåíû. Íàïðèìåð, ïðîèçâîäèòåëè ìîãóò îïðåäå-
ëÿòü ïðåäëîæåíèå òîâàðà, èñõîäÿ èç ñðåäíåâçâåøåííûõ öåí íåñêîëüêèõ
ïðåäøåñòâóþùèõ ïåðèîäîâ.

Âî-âòîðûõ, â ìîäåëè íå ó÷òåíî âîçäåéñòâèå ñîâîêóïíîãî ïîâåäåíèÿ
âñåõ ïðîèçâîäèòåëåé. Ïðåäñòàâèì ñåáå, íàïðèìåð, ÷òî ðå÷ü èä¼ò î ðûíêå
êàðòîôåëÿ è ïóñòü â êàêîé-òî ãîä åãî ïðåäëîæåíèå áûëî ñðàâíèòåëü-
íî íåáîëüøèì, à öåíà � âûñîêîé. Òîãäà ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îò-
äåëüíûé ôåðìåð â ýòîé ñèòóàöèè áóäåò ðàñøèðÿòü ïîñàäêè êàðòîôåëÿ,
îæèäàÿ, ÷òî åãî âûñîêàÿ öåíà ñîõðàíèòñÿ. Îäíàêî, åñëè âñå ôåðìåðû
ïîñòóïÿò òàêèì îáðàçîì, òî íà ñëåäóþùèé ãîä ïîä âëèÿíèåì âîçðîñøåãî
ïðåäëîæåíèÿ öåíà êàðòîôåëÿ ñíèçèòñÿ.

Íàêîíåö, ñîâñåì íå îáÿçàòåëüíî èñõîäèòü èç ïðåäïîëîæåíèÿ ãèáêîñòè
öåíû äàííîãî òîâàðà è ñîâïàäåíèÿ ñïðîñà ñ ïðåäëîæåíèåì â êàæäîì
ïåðèîäå. Èçìåíåíèå öåíû ìîæåò ïðîèñõîäèòü è â íåðàâíîâåñíîé ñèòóàöèè
ïîä âëèÿíèåì èçáûòî÷íîãî ñïðîñà, êàê, íàïðèìåð, â ìîäåëè ñëåäóþùåãî
ïóíêòà.
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2.3.3. Ïàóòèíîîáðàçíàÿ ìîäåëü ñ îáó÷åíèåì

Ðàññìîòðèì ìîäèôèêàöèþ ïðîñòåéøåé ïàóòèíîîáðàçíîé ìîäåëè, â êî-
òîðîé öåíà íà ðûíêå óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðîäàâöàìè, ñòðàòåãèÿ êîòîðûõ â
êàæäîì ïåðèîäå ñîñòîèò â îðèåíòàöèè íà íåêîòîðîå ñðåäíåâçâåøåííîå
çíà÷åíèå ìåæäó ñïðîñîì è ïðåäëîæåíèåì â ïðåäøåñòâóþùåì ïåðèîäå.
Ýòà ñòðàòåãèÿ îïèñûâàåòñÿ óñëîâèåì

QSt+1 = α QSt + (1 − α)QDt, (2.31)

ãäå 0 < α < 1 � ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ñòðàòåãèþ ïðîäàâöîâ. Òåì
ñàìûì ïðîäàâöû ïûòàþòñÿ ïðèñïîñîáèòüñÿ ê êîëåáàíèÿì öåíû, êîòîðûå
�îáó÷àþò� åãî äåëàòü áîëåå òî÷íûé ïðîãíîç ïðåäëîæåíèÿ.

Ïðè ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ

QDt = a − bPt, QSt = c + dPt

ñîîòíîøåíèå (2.31) ïðèíèìàåò âèä

c + dPt+1 = α(c + dPt) + (1 − α)(a − bPt).

Îíî ïðåîáðàçóåòñÿ ê ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ

Pt+1 = APt + C,

ãäå

A =
αd − (1 − α)b

d
, C =

(1 − α)(a − c)

d
.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îíî èìååò òó æå òî÷êó ðàâíîâåñèÿ P ∗ (ñì.(2.28)),
íî òåïåðü óñëîâèå ãëîáàëüíîé óñòîé÷èâîñòè |A| < 1 âñåãäà ìîæíî îáåñ-
ïå÷èòü âûáîðîì ïàðàìåòðà α â äèàïàçîíå

b − d

b + d
< α < 1

(ïðîâåðüòå).

Òàêèì îáðàçîì, áîëåå ãèáêèé ó÷åò êîëåáàíèé, ÷åì â ìîäåëè (2.23),
ïîçâîëÿåò ïðîäàâöàì ñòàáèëèçèðîâàòü ðûíîê ïðè ëþáûõ óãëîâûõ êîýô-
ôèöèåíòàõ ïðÿìûõ ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ.
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Çàäà÷è

2.24. Ñ ïîìîùüþ ïàóòèííîé è ôàçîâîé äèàãðàìì èññëåäîâàòü íà óñòîé-
÷èâîñòü ïàóòèíîîáðàçíóþ ìîäåëü ðûíêà ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïà-
ðàìåòðîâ ôóíêöèé ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ:

à) a = 100, b = 10, c = 25, d = 5;

á) a = 100, b = 10, c = 10, d = 20;

â) a = 100, b = 10, c = 20, d = 10.

2.25.Íàéòè ðåøåíèÿ ïàóòèíîîáðàçíûõ ìîäåëåé èç çàäà÷è 2.24.

2.26. Èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü ïàóòèíîîáðàçíûå ìîäåëè ñ îáó÷å-
íèåì äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ èç çàäà÷è 2.24.

Óêàçàíèå.Äàòü àíàëèç ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α èç ôîð-
ìóëû (2.31).

2.27. Ðàññìîòðåòü ìîäèôèêàöèþ ïàóòèíîîáðàçíîé ìîäåëè, â êîòîðîé
ïðîäàâöû îæèäàþò â ïåðèîä t + 1 öåíû

Pt + γ(P ∗ − Pt),

ãäå γ ∈ [0, 1] è â êàæäîì ïåðèîäå ðûíîê ñáàëàíñèðîâàí.

à) Äàòü èíòåðïðåòàöèþ ñòðàòåãèè îæèäàíèÿ ïðîäàâöîâ è ïàðàìåò-
ðà γ.

á) Ñîñòàâèòü ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ìîäåëè è èññëåäîâàòü íà óñòîé÷è-
âîñòü â çàâèñèìîñòè îò γ ∈ [0, 1].

â) Ñðàâíèòü ïîëó÷åííûå âûâîäû ñ èõ àíàëîãàìè èç îñíîâíîé ïàóòè-
íîîáðàçíîé ìîäåëè è ìîäåëè ñ îáó÷åíèåì.

2.28. Èññëåäîâàòü ìîäèôèöèðîâàííóþ ïàóòèíîîáðàçíóþ ìîäåëü ðûí-
êà èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ èç çàäà÷è 2.24.

2.29. Ðàññìîòðåòü ìîäåëü ðûíêà ñ àäàïòèâíûìè îæèäàíèÿìè, â êî-
òîðîé äèíàìèêà ðûíî÷íîé öåíû îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

Pt+1 = Pt − γ(QSt − QDt) ,

à äèíàìè÷åñêèå ôóíêöèè ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ ëèíåéíû è íå ñîäåðæàò
çàïàçäûâàíèÿ.
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à) Äàòü èíòåðïðåòàöèþ ïàðàìåòðó γ > 0.

á) Ïîëó÷èòü ðåøåíèå è èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü àíàëèòè÷åñêè è
ãðàôè÷åñêè.

â) Ðàññìîòðåòü ìîäåëü ñ ïàðàìåòðàìè a = 21, b = 2, c = −3, d = 6 ïðè
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà γ.

ã) Èññëåäîâàòü àäàïòèâíóþ ìîäåëü ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ èç çà-
äà÷è 2.24.

2.4. Îäíîïðîäóêòîâàÿ ìîäåëü Ëåîíòüåâà

Ýòà ìàêðîìîäåëü îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå âàëîâîãî ïðîäóêòà Xt íà òå-
êóùèå çàòðàòû ïðîèçâîäñòâà Zt, èíâåñòèöèè It è íåïðîèçâîäñòâåííîå ïî-
òðåáëåíèå Ct :

Xt = Zt + It + Ct . (2.32)

Çàòðàòû ïðèíèìàþòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûìè îáúåìó âûïóñêà: Zt = aXt ,
ãäå a ∈ (0, 1) � êîýôôèöèåíò ïðÿìûõ çàòðàò, êîòîðûé ìîæíî èíòåðïðå-
òèðîâàòü êàê äîëþ âàëîâîãî âûïóñêà, èäóùóþ íà ïðîèçâîäñòâî.

Èíâåñòèöèè It ïðîïîðöèîíàëüíû ïðèðîñòó âûïóñêà â ïåðèîä t:

It = b∆Xt, ãäå ∆Xt = Xt+1 − Xt, (2.33)

b > 0 � ïàðàìåòð, èìåþùèé ñìûñë èíâåñòèöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ åäè-
íè÷íîãî ïðèðîñòà âûïóñêà ïðîäóêòà. Èìåííî ñîîòíîøåíèå (2.33) ïðèäàåò
äèíàìèêó ìîäåëè.

Åñëè ñ÷èòàòü Ct ýêçîãåííîé ïåðåìåííîé, òî ðàâåíñòâî (2.32) ïðèìåò
âèä îòêðûòîé ìîäåëè Ëåîíòüåâà:

Xt = aXt + b(Xt+1 − Xt) + Ct . (2.34)

Å¼ ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê ñòàíäàðòíîìó ëèíåéíîìó ðàçíîñòíîìó óðàâ-
íåíèþ

Xt+1 = AXt − BCt, (2.35)

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ

A =
1 − a + b

b
, B =

1

b
.
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Ëåãêî ïîëó÷èòü åãî ðåøåíèå ïðè Ct ≡ C ≡ const (ñäåëàéòå ýòî). Çà-
ìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíò A > 1, òàê ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùàÿ
òî÷êà ðàâíîâåñèÿ X∗ = BC/(A − 1) íåóñòîé÷èâà, ïðè÷åì ïðè X0 < X∗

ðåøåíèå ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì. Ýòî íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèå íà
ïîòðåáëåíèå C: îíî íå äîëæíî ïðåâîñõîäèòü âåëè÷èíû X0(A − 1)/B.

Ïîñìîòðèì òåïåðü, êàêîé äîëæíà áûòü òðàåêòîðèÿ âûïóñêà, ÷òîáû
îáåñïå÷èòü ðîñò ïîòðåáëåíèÿ ñ ïîñòîÿííûì òåìïîì ρ. Â ýòîì ñëó÷àå

Ct

Ct−1
= ρ, ò.å. Ct = C0ρ

t .

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ óòâåðæäåíèåì 2.6, ñ÷èòàÿ, ÷òî
ρ ̸= A. ×àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (2.35) ïðè òàêîé
ñòðàòåãèè ïîòðåáëåíèÿ èùåì â âèäå X t = cρt, ãäå c � íåîïðåäåëåííûé
êîýôôèöèåíò. Ïîäñòàíîâêà â óðàâíåíèå ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà ρt äàåò
cρ = Ac+BC0, îòêóäà ïîëó÷àåì c = BC0/(ρ−A). Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå
ðåøåíèå òàêîâî (ñì. óòâåðæäåíèå 2.4):

Xt = (X0 − C0)A
t +

BC0

ρ − A
ρt .

Ìû âèäèì, ÷òî ïðè ëþáîì òåìïå ðîñòà ïîòðåáëåíèå ρ (è C0 < X0) âûïóñê
ïðîäóêöèè íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.

Óêàæåì ìîäèôèêàöèè îïèñàíèÿ ïðîöåññà èíâåñòèöèé.

(1) Ìîäåëü ñ çàïàçäûâàíèåì èíâåñòèöèé. Ðàâåíñòâî (2.33) îçíà÷àåò,
÷òî èíâåñòèöèè äàííîãî ãîäà âûçûâàþò ïðîïîðöèîíàëüíûé ïðèðîñò ïðî-
èçâîäñòâà â òîì æå ãîäó, ò.å. íåò çàïàçäûâàíèÿ ìåæäó êàïèòàëîâëîæå-
íèÿìè è èõ ýôôåêòîì. ×òîáû ó÷åñòü ýòî çàïàçäûâàíèå íà τ ëåò, ìîæíî
çàìåíèòü (2.33) íà ðàâåíñòâî

It = b(Xt+τ − Xt).

(2) Èíäóöèðîâàííûå èíâåñòèöèè � ýòî êàïèòàëîâëîæåíèÿ, êîòîðûå
ñòèìóëèðóþòñÿ ïðèðîñòîì âûïóñêà: ïðèðîñò âûïóñêà ïîçâîëÿåò äåëàòü
èíâåñòèöèè (ëîãèêà çäåñü îáðàòíàÿ ê (2.33)). Òàêèå èíâåñòèöèè ìîæíî
îïèñàòü çàâèñèìîñòüþ

It = b(Xt − Xt−τ),

ãäå τ ∈ Z+(íàïðèìåð, ðàâíî 1).

72



Ó÷åò èíäóöèðîâàííûõ èíâåñòèöèé íàçûâàþò ýôôåêòîì àêñåëåðàòî-
ðà � ñòèìóëèðóþùåãî âëèÿíèÿ ïðèðîñòà ïðîèçâîäñòâà (èëè äîõîäà) íà
îáúåì êàïèòàëîâëîæåíèé.

(3) Ìîäåëü ñ äèíàìèêîé êàïèòàëà. Äîïîëíèì ìîäåëü (2.34) ââåäåíè-
åì ôàêòîðà ïðîèçâîäñòâà � êàïèòàëà (èëè ïðîèçâîäñòâåííûõ ôîíäîâ).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíâåñòèöèè ðàñõîäóþòñÿ íà ïðèðîñò êàïèòàëà è åãî
àìîðòèçàöèþ â òîì æå ãîäó, ò.å.

It = b(Kt+1 − Kt) + mKt,

ãäå m� íîðìà àìîðòèçàöèè. Â ýòîì æå ñëó÷àå äèñêðåòíàÿ îäíîïðîäóê-
òîâàÿ ìîäåëü ïðèìåò âèä

Xt = aXt + b(Kt+1 − Kt) + mKt + Ct,

èëè

Kt+1 = Kt +
1

b
[(1 − a)Xt − mKt − Ct]. (2.36)

Ýòî ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ïîçâîëÿåò íàéòè òðàåêòîðèþ êàïèòàëà, îáåñ-
ïå÷èâàþùóþ ýêçîãåííî çàäàííûå ïðîãðàììû âûïóñêà {Xt} è ïîòðåáëå-
íèÿ {Ct}.

Ìîæíî óïðîñòèòü ìîäåëü (2.36), åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ÷èñòûé âû-
ïóñê ïðîäóêöèè Yt = (1 − a)Xt ïðîïîðöèîíàëåí îáúåìó êàïèòàëà, ò.å.

Yt = AKt, A > 0. (2.37)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ ïðîèçâîäñòâåííóþ ôóíê-
öèþ, ïîäñòàíîâêà êîòîðîé â (2.36) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

Kt+1 = αKt − βCt, (2.38)

ãäå

α = 1 +
A − m

b
, β =

1

b
.

Äëÿ ÿñíîñòè ðàññìîòðèì ÷èñëîâîé ïðèìåð è ðàçáåðåìñÿ ñ ðàçìåðíîñòüþ
ïåðåìåííûõ è ïàðàìåòðîâ.

Åñëè îáúåì âûïóñêà ïðîäóêöèè è êàïèòàë èçìåðÿþòñÿ â ñòîèìîñòíîì
âûðàæåíèè (â íåêîòîðûõ ôèêñèðîâàííûõ öåíàõ), òî ðàçìåðíîñòü ëåâîé
÷àñòè â (2.37) ðàâíà äåí.åä./â ãîä. Ñëåäîâàòåëüíî, êîýôôèöèåíò ôîíäî-
îòäà÷è (ïðåäåëüíîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè êàïèòàëà) A èìååò ðàçìåðíîñòü
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1/âðåìÿ, à îáðàòíàÿ âåëè÷èíà 1/A � êàïèòàëîåìêîñòü ïðîäóêöèè � èìååò
ðàçìåðíîñòü âðåìåíè. Ïóñòü 1/A = 3 ãîäàì. Äàëåå, åñëè ñðåäíèé ñðîê
ñëóæáû êàïèòàëà (îáîðóäîâàíèÿ, çäàíèé, ñîîðóæåíèé è ò.ä. ) ñîñòàâëÿåò
â ñðåäíåì 25 ëåò, òî m = 1

25 = 0, 04 (ò.å. 4% â ãîä). Êîýôôèöèåíò ôîí-
äîîáðàçóþùèõ çàòðàò b èìååò ðàçìåðíîñòü 1/âðåìÿ, òàê êàê èíâåñòèöèè
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äåíåæíûé ïîòîê â åäèíèöó âðåìåíè. Äîïóñòèì, ÷òî
b = 1

4 .

Ïðè ýòèõ âõîäíûõ äàííûõ

α = 1 + 4

(
1

3
− 0, 04

)
≈ 2, 17 > 1.

Ïîýòîìó íàäî îæèäàòü, ÷òî ïðè ðàçóìíûõ ïðîãðàììàõ ïîòðåáëåíèÿ òðà-
åêòîðèè óðàâíåíèÿ (2.38) áóäóò ðàñõîäèòüñÿ.

Îòñóòñòâèå óñòîé÷èâîñòè è íåîãðàíè÷åííûé ðîñò ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâè-
åì ëèíåéíîñòè ìîäåëè è, â ÷àñòíîñòè, ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè (2.37).
Åñëè âìåñòî íåå âçÿòü íåîêëàññè÷åñêóþ ôóíêöèþ, ñêàæåì Yt = AKγ

t ,
ãäå γ ∈ (0, 1), òî ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé è ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè èçìå-
íÿòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷àþùàÿñÿ â ýòîì ñëó÷àå ìîäåëü ïðàêòè÷åñêè
íå îòëè÷àåòñÿ îò íåîêëàññè÷åñêîé ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ (ñì. ïðè-
ìåð 1.9 è çàäà÷ó 2.6).

Çàäà÷è

2.30. Ïîêàçàòü, ÷òî îòêðûòàÿ ìîäåëü Ëåîíòüåâà ñ çàïàçäûâàíèåì èí-
âåñòèöèé è àêñåëåðàòîðîì íå îáëàäàåò óñòîé÷èâîñòüþ ïðè ïîñòîÿííîì è
ãåîìåòðè÷åñêè ðàñòóùåì ïîòðåáëåíèÿõ.

2.31. Íàéòè ðåøåíèå ìîäåëè (2.32) ïðè ïîñòîÿííîì ïîòðåáëåíèè è ïðè
âîçðàñòàþùåì ñ òåìïîì ρ.

2.32. Ðàññìîòðåòü çàìêíóòóþ ìîäåëü Ëåîíòüåâà, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ
èç îòêðûòîé ìîäåëè (2.34) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå ïîòðåáëåíèå èäåò
íà âîññòàíîâëåíèå ðàáî÷åé, ò.å. Ct = wLt , w > 0, à çàòðàòû òðóäà
ïðîïîðöèîíàëüíû âàëîâîìó âûïóñêó:

Lt = βXt

(çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïðî-
èçâîäñòâåííóþ ôóíêöèþ).

Íàéòè äèíàìèêó ïåðåìåííûõ X,C, L è èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü.
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2.5. Íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ: óñëîâèÿ ãëîáàëü-

íîé è ëîêàëüíîé óñòîé÷èâîñòè

Ëèíåéíûå àâòîíîìíûå óðàâíåíèÿ ïðîñòî ðåøàþòñÿ, è àíàëèç ÿâíûõ ôîð-
ìóë äëÿ ðåøåíèé îáíàðóæèâàåò íåáîãàòûé íàáîð âîçìîæíûõ òèïîâ ïî-
âåäåíèÿ òðàåêòîðèé (ïðèòÿæåíèå ê åäèíñòâåííîé òî÷êå ðàâíîâåñèÿ, ðå-
ãóëÿðíûå êîëåáàíèÿ îêîëî íåå è ðàñõîäèìîñòü).

Â ïðîòèâîâåñ èì íåëèíåéíûå ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ äîïóñêàþò íà-
õîæäåíèå ÿâíûõ ðåøåíèé â ïî÷òè èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ. Â ýòîì îò-
íîøåíèè îíè åùå ìåíåå ïîäàòëèâû, ÷åì èõ íåïðåðûâíûå àíàëîãè � íåëè-
íåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ïîýòîìó àêöåíò â èçó÷åíèè íåëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé ñìåùàåòñÿ â ñòîðîíó êà÷åñòâåííûõ ìåòîäîâ. Èìåííî
òàêèìè ìåòîäàìè îáíàðóæèâàþòñÿ òèïû âîçìîæíîãî ïîâåäåíèÿ òðàåê-
òîðèé, ñïåêòð êîòîðûõ íàìíîãî áîãà÷å,÷åì â ëèíåéíûõ óðàâíåíèÿõ 1.
Èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî âàæíî ñ ïîçèöèé ìîäåëèðîâàíèÿ ðåàëüíûõ
ïðîöåññîâ.

Çäåñü ìû ñäåëàåì ñëåäóþùèé øàã â íàïðàâëåíèè êà÷åñòâåííîãî àíà-
ëèçà, ñ÷èòàÿ, ÷òî ïåðâûé ñäåëàí â ï.2.1.

Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî ñìåíèì îáîçíà÷åíèÿ íà áîëåå ñîâðåìåííûå. À èìåí-
íî ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, ñîñòîÿíèå êîòîðîé
â êàæäûé ïåðèîä âðåìåíè t ∈ Z+ õàðàêòåðèçóåòñÿ îäíîé ïåðåìåííîé
ñîñòîÿíèÿ x (âìåñòî y) è èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè â ñîîòâåòñòâèè ñ àâòî-
íîìíûì ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì

xt+1 = f(xt). (2.39)

Çäåñü ôóíêöèÿ f(x) îòîáðàæàåò ôàçîâîå ìíîæåñòâî S â ñåáÿ, ò. å. f :
S→ S.

ßñíî, ÷òî ýòà ñìåíà îáîçíà÷åíèÿ íå èìååò ïðèíöèïèàëüíîãî õàðàêòå-
ðà; íî äàëåå ìû áóäåì áîëüøå èñïîëüçîâàòü ýëåìåíòû ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà, â êîòîðîì àðãóìåíòû ôóíêöèè òðàäèöèîííî îáîçíà÷àþòñÿ ÷å-
ðåç x.

×åðåç x∗ ∈ S áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ íåêîòîðàÿ òî÷êà ðàâíîâåñèÿ óðàâíå-
íèÿ (2.39), èëè, ÷òî òîæå, íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ f . Ýòî îçíà-

1Íå ìåíåå âàæíîå çíà÷åíèå ïðèîáðåòàþò è ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, íî òåõíîëîãèÿ èõ ïðîâåäå-
íèÿ âûõîäèò çà ðàìêè äàííîãî ïîñîáèÿ
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÷àåò, ñ îäíîé ñòîðîíû, ÷òî xt ≡ x∗ � ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(2.39), à ñ äðóãîé � ðàâåíñòâî f(x∗) = x∗.

2.5.1. Ñæèìàþùèå îòîáðàæåíèÿ è ãëîáàëüíàÿ óñòîé-

÷èâîñòü

Âûÿñíèì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà f òî÷êà x∗ ïðèòÿãèâàåò âñå òðàåêòîðèè
èç ìíîæåñòâà S.

Êàê ìû óæå çíàåì, äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî, ÷òîáû x∗ áûëà åäèíñòâåí-
íîé òî÷êîé ðàâíîâåñèÿ â S: íàëè÷èå ëþáîé äðóãîé òàêîé òî÷êè xt ≡ x̄
îçíà÷àëî áû, ÷òî òðàåêòîðèÿ xt ≡ x̄ íå ñõîäèòñÿ ê x∗ (èç íåïîäâèæíîé
òî÷êè ñèñòåìà âûáðàòüñÿ íå ìîæåò).

Íî óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè, êîíå÷íî, íå äîñòàòî÷íî: ëèíåéíîå óðàâ-
íåíèå xt+1 = axt + b âñåãäà èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ðàâíîâåñèÿ, íî åå
ãëîáàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü (ïðèòÿæåíèå) èìååò ìåñòî òîëüêî ïðè |a| < 1,
ò. å. êîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå y = ax+ b ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåì (ñ
êîýôôèöèåíòîì |a|). Ýòî ñâîéñòâî îòîáðàæåíèÿ ìîæíî âûðàçèòü äâîÿêî:
ëèáî â ïðèðàùåíèÿõ∣∣∣∣∆y

∆x

∣∣∣∣ =
|a(x2 − x1)|
|x2 − x1|

< 1 ∀x1, x2, x1 ̸= x2 ,

ëèáî ÷åðåç îöåíêó ïðîèçâîäíîé |y′| = |a| < 1.

Â ñëó÷àå íåëèíåéíîé ôóíêöèè f(x) àíàëîãîì ïåðâîãî óñëîâèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ íåðàâåíñòâî

|f(x2) − f(x1)|
|x2 − x1|

< 1 ∀x1, x2 ∈ S, x1 ̸= x2, (2.40)

à âòîðîãî � îöåíêà ïðîèçâîäíîé

|f ′(x)| < 1 ∀x ∈ S, (2.41)

åñëè f ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé (äèôôåðåíöèðóåìîé) íà S. Ýòè íåðàâåíñòâà
äåéñòâèòåëüíî îêàçûâàþòñÿ êëþ÷åâûìè.

Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó (2.40), ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè òî÷êàìè èç S
âñåãäà áîëüøå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó èõ îáðàçàìè. Îòîáðàæåíèå ñ òàêèì
ñâîéñòâîì åñòåñòâåííî íàçâàòü ñæàòèåì. Ïðè ñòðîãîì îïðåäåëåíèè ýòî-
ãî ïîíÿòèÿ âîçíèêàþò âàðèàíòû, è ñíà÷àëà ìû ââåäåì ïîíÿòèå ñæàòèÿ,
ýêâèâàëåíòíîå íåðàâåíñòâó (2.40) .
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Îïðåäåëåíèå 2.3. Îòîáðàæåíèå f : S→ R íàçîâåì ïðîñòî ñæèìàþ-
ùèì íà S, åñëè

|f(x2) − f(x1)| < |x2 − x1| ∀x1, x2 ∈ S . (2.42)

Îòìåòèì, ÷òî ïðîñòî ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî: åñëè â
íåðàâåíñòâå (2.42) ôèêñèðîâàòü x1 , òî ïðè x2 → x1 ïîëó÷èì, f(x2) →
→ f(x1), ÷òî è îçíà÷àåò íåïðåðûâíîñòü f .

2.7. Ïðîñòî ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå f : S→ R íà ïðîèçâîëüíîì ìíî-
æåñòâå S ìîæåò èìåòü íå áîëåå îäíîé íåïîäâèæíîé òî÷êè.

Äîêàçàòåëüñòâî èäåò îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f èìååò äâå
ðàçëè÷íûå íåïîäâèæíûå òî÷êè x∗, x∗∗ ∈ S:

x∗ = f(x∗), x∗∗ = f(x∗∗).

Îöåíèì ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (2.42) :

|x∗∗ − x∗| = |f(x∗∗) − f(x∗)| < |x∗∗ − x∗|.

Íî ýòî íåðàâåíñòâî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, x∗ = x∗∗.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü f : S → S � ïðîñòî ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå,
èìåþùåå íåïîäâèæíóþ òî÷êó x∗. Òîãäà x∗ � ãëîáàëüíî óñòîé÷èâà,
ò. å. ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ óðàâíåíèÿ xt+1 = f(xt) ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé
x0 ∈ S ñõîäèòñÿ ê x∗ ïðè t → ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì yt = |xt − x∗|. Åñëè x0 = x∗ , òî xt ≡ x∗,
yt ≡ 0 è äîêàçûâàòü íå÷åãî. Ïîýòîìó ïóñòü x0 ̸= x∗. Òîãäà yt > 0 ∀ t è,
â ñèëó ïðîñòîãî ñæàòèÿ f ,

yt+1 = |xt+1 − x∗| = |f(xt) − f(x∗)| < |xt − x∗| = yt.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yt} ñòðîãî óáûâàåò, îãðàíè÷åíà ñíè-
çó íóëåì, à ïîýòîìó ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ÷èñëó a ≥ 0. Íàì íàäî ïîêà-
çàòü ÷òî a = 0 (òàê êàê ýòî ðàâíîñèëüíî ñõîäèìîñòè xt → x∗).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xt îãðàíè÷åíà, ïîñêîëüêó

|xt| = |xt − x∗ + x∗| ≤ |xt − x∗| + |x∗| =

= yt + |x∗| < y0 + |x∗|
â ñèëó ñòðîãîãî óáûâàíèÿ {yt}. Ïî òåîðåìå Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà íåêî-
òîðàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xt} èìååò ïðåäåë. Îáî-
çíà÷èì ýòîò ïðåäåë ÷åðåç b è äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñàìà
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xt} ñõîäèòñÿ ê b. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, åñëè áóäåò
óñòàíîâëåíî, ÷òî a = 0, ò. å. |xt − x∗| → 0, òî ñõîäèòüñÿ ê x∗ áóäåò ñàìà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xt}.

Åñëè b ̸= x∗ (ò. å., åñëè a ̸= 0), òî èìååì

a = lim
t→∞

yt = lim
t→∞

|xt − x∗| = |b − x∗|,

(òàê êàê ôóíêöèÿ |x − x∗| íåïðåðûâíà), è

a = lim
t→∞

yt+1 = lim
t→∞

|xt+1 − x∗| =

= lim
t→∞

|f(xt) − f(x∗)| = |f(b) − f(x∗)| < |b − x∗| = a,

òàê êàê ôóíêöèÿ |f(x) − f(x∗)| íåïðåðûâíà, è f åñòü ïðîñòîå ñæàòèå.
Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èâî. Çíà÷èò, a = 0 è xt → x∗.

Ïðèìåð 2.6. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå xt+1 = e−xt. Äëÿ íåãî f(x) =
= e−x > 0 ∀ x. ×òîáû f áûëî îòîáðàæåíèåì �â ñåáÿ�, âîçüìåì â êà÷åñòâå
ôàçîâîãî ìíîæåñòâà S R+. Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ÿñíî, ÷òî
f èìååò îäíó òî÷êó ðàâíîâåñèÿ x∗ > 0, è äèàãðàììà óêàçûâàåò íà å¼
ãëîáàëüíóþ óñòîé÷èâîñòü.

Ïîñìîòðèì, ÷òî äàåò òåîðåìà 2.1.

Ïîêàæåì, ÷òî f � ïðîñòîå ñæàòèå íà R+. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáûõ
0 ≤ x1 ≤ x2 , ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ëàãðàíæà î êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèÿõ,
èìååì (ò.ê.f ′(x) = −e−x)

e−x2 − e−x1 = −e−c(x2 − x1), ãäå c ∈ (x1, x2).
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Îòñþäà, ïåðåõîäÿ ê ìîäóëÿì è ó÷èòûâàÿ, ÷òî |e−c| < 1, ïîëó÷àåì óñëîâèå
ïðîñòîãî ñæàòèÿ:

|e−x2 − e−x1| = |e−c| · |x2 − x1| < |x2 − x1|.

Óñëîâèÿ òåîðåìû îêàçûâàþòñÿ âûïîëíåííûìè, è îíà ïîäòâåðæäàåò ãåî-
ìåòðè÷åñêèé âûâîä î ãëîáàëüíîé óñòîé÷èâîñòè x∗ �.

Äîñòîèíñòâî òåîðåìû 2.1. ñîñòîèò â òîì, ÷òî â íåé ôàçîâîå ìíîæå-
ñòâî ïðîèçâîëüíî (ìîæåò áûòü íåîãðàíè÷åííûì, îòêðûòûì, çàìêíóòûì
è ò.ä.). Íî îíà òðåáóåò àïðèîðíîãî çíàíèÿ, ÷òî òî÷êà ðàâíîâåñèÿ ñóùå-
ñòâóåò. Ìîæíî èçáàâèòüñÿ îò ýòîãî íåäîñòàòêà, íî äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî
áîëåå ñèëüíîå óñëîâèå ñæàòèÿ, êîòîðîå äàåò

Îïðåäåëåíèå 2.4. Îòîáðàæåíèå f : S → R íàçîâåì ñæèìàþùèì,
åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî k ∈ (0, 1), ÷òî

|f(x2) − f(x1)| ≤ k|x2 − x1| ∀x1, x2 ∈ S. (2.43)

×èñëî k íàçûâàþò êîýôôèöèåíòîì ñæàòèÿ îòîáðàæåíèÿ f .

Ñðàâíåíèå íåðàâåíñòâ (2.42), (2.43) ïîêàçûâàåò, ÷òî ñæèìàþùåå îòîá-
ðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ è ïðîñòî ñæèìàþùèì, íî íå íàîáîðîò. Äëÿ ïðîñòîãî
ñæàòèÿ â ðîëè êîýôôèöèåíòà ñæàòèÿ âûñòóïàåò îòíîøåíèå â ëåâîé ÷àñòè
íåðàâåíñòâà (2.40), íî îíî çàâèñèò îò x1, x2. Äëÿ ñæàòèÿ êîýôôèöèåíò k

íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷åê x1, x2, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì.

Äëÿ ïðèëîæåíèé âàæíî çíàòü ôàêò ñæèìàåìîñòè îòîáðàæåíèÿ, ò.å.
èìåòü êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ÷èñëà k ñî ñâîéñòâîì (2.43). Â ñëó÷àå
ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé óäîáíûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé êðèòåðèé.

2.8. Ïóñòü f(x) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ïðè÷åì

|f ′(x)| ≤ k < 1 ∀x ∈ R. (2.44)

Òîãäà f � ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå ñ êîýôôèöèåíòîì k íàR è íà ëþáîì
åå ïðîìåæóòêå S.

Ïîÿñíåíèå. Îäíó è òó æå ôóíêöèþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íà ðàç-
ëè÷íûõ ìíîæåñòâàõ S, íå îáÿçàòåëüíî ñîâïàäàþùèõ ñ îáëàñòüþ å¼ îïðå-
äåëåíèÿ. Ðàçíûì S ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå îòîáðàæåíèÿ f : S→ R (Ñì.
íèæå ïðèìåð 2.7.).

79



Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ëþáûå x1, x2 ∈ R, x1 < x2 è ïðèìåíèì ê
îòðåçêó [x1, x2] òåîðåìó Ëàãðàíæà î êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèÿõ:

f(x2) − f(x1) = f ′(c)(x2 − x1), ãäå c ∈ (x1, x2).

Îòñþäà, ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà (2.44) , ïîëó÷àåì íóæíóþ îöåíêó (2.43):

|f(x2) − f(x1)| = |f ′(c)||x2 − x1| ≤ k|x2 − x1|, ãäå k ∈ (0, 1).

Òàê êàê ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ R, òî f �
ñæàòèå íà R è ëþáîì ïîäìíîæåñòâå èç R.

Ïðèìåð 2.7. Ôóíêöèÿ f(x) = 1
2 cos x ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåì íà R, òàê êàê

|f ′(x)| =
1

2
| sin x| ≤ 1

2
.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = cos x íà îòðåçêå [0, b]. Åñëè b <
< π/2, òî

|f ′(x)| = | sin x| = sin x ≤ sin b < 1 ,

è îòîáðàæåíèå f : [0, b] → R åñòü ñæàòèå ñ êîýôôèöèåíòîì k = sin b. Íî
åñëè âçÿòü b = π/2 è ðàññìîòðåòü îòîáðàæåíèå f : [0, π/2] → R, òî îíî
óæå íå áóäåò ñæàòèåì: òåïåðü |f ′(x)| = sin x ≤ 1 íà [0, π/2] è äîñòàòî÷-
íîå óñëîâèå (2.43) íå ñðàáàòûâàåò. Ñæàòèÿ íà [0, π/2] äåéñòâèòåëüíî íåò.
(Ïîêàæèòå ýòî.)

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê äèíàìèêå è óñòîé÷èâîñòè. Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2.2 (î ñóùåñòâîâàíèè, åäèíñòâåííîñòè è ãëîáàëüíîé
óñòîé÷èâîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè). Ïóñòü f � ñæèìàþùåå îòîá-
ðàæåíèå çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà S â ñåáÿ. Òîãäà:
(à) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êàx x∗ ∈ S îòîáðà-
æåíèÿ f íà S ( ò.å. f(x∗) = x∗ );
(á) ïðè ëþáîì x0 ∈ S òðàåêòîðèÿ óðàâíåíèÿ xt+1 = f(xt) ñõîäÿòñÿ
ê x∗ ïðè t → ∞, ò. å. x∗ ïðèòÿãèâàåò âñå òðàåêòîðèè èç S.

Çàìå÷àíèÿ:
1) Çäåñü, êàê âñåãäà, íóæíî, ÷òîáû îáëàñòü çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ f

ïîïàäàëà â ôàçîâîå ìíîæåñòâî S äëÿ êîððåêòíîãî îïðåäåëåíèÿ âñåõ òðà-
åêòîðèé ïðè x0 ∈ S.

2) Îáû÷íî S � ýòî ïðÿìàÿ R, ïîëóïðÿìàÿ R+, èëè íåêîòîðûé îòðå-
çîê [a, b].
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åäèíñòâåííîñòü ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 2.7.

Âîçüìåì ëþáóþ íà÷àëüíóþ òî÷êó x0 ∈ S. Ìåòîäîì èòåðàöèé ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì óñëîâèÿ ñæàòèÿ (2.43), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå îöåíêè:

|x2 − x1| = |f(x1) − f(x0)| ≤ k|x1 − x0| ,

|x3 − x2| = |f(x2) − f(x1)| ≤ k|x2 − x1| ≤ k2|x1 − x0| ,
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

|xt+1 − xt| = |f(xt) − f(xt−1)| ≤ k|xt − xt−1| ≤ kt|x1 − x0| .
Äàëåå, âîñïîëüçóåìñÿ êðèòåðèåì Êîøè ñõîäèìîñòè ôóíäàìåíòàëüíîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè2. Äëÿ ýòîãî îöåíèì

|xn+p − xn| = |(xn+p − xn+p−1) + (xn+p−1 − xn+p−2 + . . . + (xn+1 − xn)| ≤

≤ (èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà) ≤

≤ |xn+p − xn+p−1| + |xn+p−1 − xn+p−2| + . . . + |xn+1 − xn| ≤

≤ (ê êàæäîìó ñëàãàåìîìó ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî (2.43)) ≤

≤ kn+p−1|x1 − x0| + kn+p−2|x1 − x0| + . . . + kn|x1 − x0| =

= (èñïîëüçóåì ôîðìóëó ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè) =

=
kn − kn+p

1 − k
|x1 − x0| ≤

kn

1 − k
|x1 − x0| .

Ïðàâàÿ ÷àñòü çäåñü íå çàâèñèò îò p è ñõîäèòñÿ ê íóëþ ïðè n → ∞.
Çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xt} � ôóíäàìåíòàëüíà è èìååò ïðåäåë x∗.
Ïîñêîëüêó xt ∈ S ∀ t è S çàìêíóòî, òî x∗ ∈ S. Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü,
÷òî x∗ � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà. Íî ýòî ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 2.2, ïî-
ñêîëüêó ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî.

Ñ ó÷åòîì óòâåðæäåíèÿ 2.8, ïîëó÷àåì ïîëåçíîå

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü f(x) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, îòîáðàæàþùàÿ îòðåçîê
[a, b] â ñåáÿ, ïðè÷åì

|f ′(x)| < 1 ∀ x ∈ [a, b].

Òîãäà íà [a, b] ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ðàâíîâåñèÿ óðàâíåíèÿ
xt+1 = f(xt), êîòîðàÿ ãëîáàëüíî óñòîé÷èâà.
2Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xt} íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî

p |xn+p − xn| → 0 ïðè n → ∞. Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Êîøè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xt} ñõîäèòñÿ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ôóíäàìåíòàëüíà.
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Ïðèìåð 2.8. Ôóíêöèÿ f(x) = cos x îòîáðàæàåò îòðåçîê [0, 1] â ñåáÿ
è ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåì (ïðèìåð 2.7). Ïîýòîìó óðàâíåíèå xt+1 = cos xt èìååò
íà [0, 1] îäíó ãëîáàëüíî óñòîé÷èâóþ òî÷êó ðàâíîâåñèÿ.

2.5.2. Êðèòåðèé ëîêàëüíîé óñòîé÷èâîñòè

Ýòîò êðèòåðèé ïîëó÷àåòñÿ, â ñóùíîñòè, ëîêàëèçàöèåé ñëåäñòâèÿ òåîðå-
ìû 2.2.

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü f(x) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, îòîáðàæàþùàÿ ïðîìå-
æóòîê S â ñåáÿ, è x∗ ∈ S � åå íåïîäâèæíàÿ òî÷êà. Òîãäà:
(à) åñëè |f ′(x∗)| < 1, òî x∗ ëîêàëüíî óñòîé÷èâà (ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿãè-
âàþùåé òî÷êîé ðàâíîâåñèÿ);
(á) åñëè |f ′(x∗)| > 1, òî x∗ � íåóñòîé÷èâà;
(â) åñëè |f ′(x∗)| = 1, òî x∗ ìîæåò áûòü êàê ëîêàëüíî óñòîé÷èâîé,
òàê è íåóñòîé÷èâîé (ò. å. ýòîò ñëó÷àé òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî
èññëåäîâàíèÿ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ãëàäêîñòè f(x) íà S, èìååò ìåñòî ðàçëîæå-
íèå

f(x) = f(x∗) + (x − x∗)[f ′(x∗) + α(x)],

ãäå
lim
x→x∗
x∈S

α(x) = 0 è α(x∗) = 0. (2.45)

Åãî è áóäåì àíàëèçèðîâàòü.

(à) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |f ′(x∗)| < 1. Âûáåðåì ÷èñëî k, óäîâëåòâîðÿþ-
ùåå íåðàâåíñòâó |f ′(x∗)| < k < 1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g(x) = |f ′(x∗)+
+ α(x)|. Îíà íåïðåðûâíà â òî÷êå x∗ , ïðè÷åì g(x∗) = |f ′(x∗)| < k. Â ñè-
ëó (2 .45) ýòî íåðàâåíñòâî ñîõðàíèòñÿ è äëÿ òî÷åê èç S, áëèçêèõ ê x∗ ,
ò.å. ìîæíî óêàçàòü òàêóþ δ-îêðåñòíîñòü òî÷êè x∗, ÷òî

g(x) = |f ′(x∗) + α(x)| < k x ∈ S ∩ (x∗ − δ, x∗ + δ).

Âîçüìåì òåïåðü ëþáîå ϵ > 0 è ïîëîæèì δ∗ = min{ϵ, δ}, I = S ∩
∩ (x∗ − δ, x∗ + δ). Òîãäà íà ïðîìåæóòêå I g(x) < k è

|f(x) − x∗| = |f(x) − f(x∗)| = |x − x∗|g(x) ≤ k|x − x∗| < δ∗. (2.46)

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî f îòîáðàæàåò I â ñåáÿ.
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Íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ∈ I íà÷èíàþùàÿñÿ
â íåé òðàåêòîðèÿ {xt} óðàâíåíèÿ xt+1 = f(xt) ñõîäèòñÿ ê x∗ ïðè t → ∞.

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (2 .46) , ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì îöåíêè:

|x1 − x∗| = |f(x0) − f(x∗)| ≤ k|x0 − x∗|,

|x2 − x∗| = |f(x1) − f(x∗)| ≤ k|x1 − x∗| ≤ k2|x0 − x∗|,
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

|xn+1 − x∗| = |f(xn) − f(x∗)| ≤ k|xn − x∗| ≤ kn+1|x0 − x∗| .

Â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ïðàâàÿ ÷àñòü ñõîäèòñÿ ê íóëþ ïðè n → ∞,
òàê êàê k ∈ (0, 1) è, ñëåäîâàòåëüíî, |xn+1 − x∗| → 0. Íî ýòî ðàâíîñèëüíî
ñõîäèìîñòè {xt} ê x∗ ïðè t → ∞. Óòâåðæäåíèå (à) äîêàçàíî.

(á) Ïóñòü òåïåðü |f ′(x∗)| > 1. Âîçüì¼ì ëþáîå ÷èñëî q òàêîå, ÷òî
1 < q < |f ′(x∗)|. Â ñèëó òåõ æå ñîîáðàæåíèé íåïðåðûâíîñòè, ÷òî è ïðè
äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ (à), ìîæíî íàéòè òàêîå δ > 0, ÷òî íåðàâåí-
ñòâî

g(x) = |f ′(x∗) + α(x)| > q

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ x èç ïðîìåæóòêà S∩ (x∗− δ, x+ δ). Âíîâü âîçüì¼ì
ëþáîå ϵ > 0, ïîëîæèì δ∗ = min{ϵ, δ}, I = S∩ (x∗−δ∗, x∗+δ∗) è ðàññìîò-
ðèì òðàåêòîðèþ, ñòàðòóþùóþ èç ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x0 ∈ I, x0 ̸= x∗.
Äëÿ íå¼

|x1 − x∗| = |f(x0) − f(x∗)| = |x0 − x∗|g(x) ≥ q|x0 − x∗|,

|x2 − x∗| = |f(x1) − f(x∗)| = |x1 − x∗|g(x) ≥ q2|x0 − x∗|,
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
|xn+1 − x∗| = |f(xn) − f(x∗)| = |xn − x∗|g(x) ≥ qn+1|x0 − x∗|.

Íî qn → +∞, òàê êàê q > 1, è, ñëåäîâàòåëüíî, |xn+1 − x∗| → +∞.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ, ñòàðòóþùàÿ èç x0 ∈ I, x0 ̸= x∗,
íåîãðàíè÷åííî óäàëÿåòñÿ îò òî÷êè x∗, à ïîòîìó îíà íåóñòîé÷èâà.

(â) Òîò ôàêò, ÷òî ïðè |f ′(x∗)| = 1 âîçìîæíû âñå ñëó÷àè, äåìîíñòðè-
ðóåò

Ïðèìåð 2.9. Íåëèíåéíîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå

xt+1 = xt + ax3
t
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èìååò òî÷êó ðàâíîâåñèÿ x∗ = 0 (åäèíñòâåííóþ ïðè a ̸= 0), ïðè÷¼ì
f ′(x∗) = 1 ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà a.

� Åñëè a > 0, òî ïðè t = 0, 1, . . .

|xt+1 − x∗| = |xt+1| = |xt|(1 + ax2
t ) > |xt|, (2.47)

îòêóäà |xt| ≥ |x0| ∀ t è

|x1| ≥ (1 + ax2
0)|x0|,

|x2| ≥ (1 + ax2
0)|x1| ≥ (1 + ax2

0)
2|x0|,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
|xt+1| ≥ (1 + ax2

0)|xt| ≥ (1 + ax2
0)

t+1|x0|.

Ñëåäîâàòåëüíî, |xt+1 − x∗| = |xt+1| → +∞ ïðè x0 = 0 è x∗ = 0 íåóñòîé-
÷èâà.

� Åñëè a = 0, òî âñå ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíû è x∗ = 0 óñòîé÷èâà (íî íå
àñèìïòîòè÷åñêè).

� Åñëè a < 0, òî

|xt+1| = |xt| · |1 + ax2
t | < |xt| ,

åñëè òîëüêî x0 ̸= 0 âûáðàòü òàê, ÷òîáû âòîðîé ìíîæèòåëü áûë< 1.×òîáû
äîáèòüñÿ ýòîãî ïðè t = 0, ðåøàåì íåðàâåíñòâî

−1 < 1 + ax2
0 < 1

îòíîñèòåëüíî x0 . Ïîëó÷àåì |x0| < b, ãäå b =
√

2/(−a). Òîãäà |x1| <
< |x0| < b, à èòåðàöèè ïîêàçûâàþò, ÷òî

|xt| < b è |1 + ax2
t | < 1

äëÿ âñåõ t. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yt = |xt| ìîíîòîííî óáû-
âàåò (÷òî ñëåäóåò èç (2.)) è èìååò íåêîòîðûé ïðåäåë c ∈ [0, b). Íî îíà
óäîâëåòâîðÿåò ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ (ñì. (2.47))

yt+1 = yt|1 + ay2
t |

ñ íåïðåðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ. Ïîýòîìó ÷èñëî c äîëæíî áûòü òî÷êîé
ðàâíîâåñèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ, ò.å. c = c|1 + ac2|. Íî ýòî âîçìîæíî òîëüêî
ïðè c = 0. Çíà÷èò, yt = |xt| → 0 = x∗ è x∗ ëîêàëüíî óñòîé÷èâà, òàê êàê
ïðèòÿãèâàåò âñå òðàåêòîðèè èç ñâîåé îêðåñòíîñòè x0 ∈ (−b, b).
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Òåîðåìà 2.3 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Ïðèìåð 2.10. Èññëåäóåì íà ëîêàëüíóþ óñòîé÷èâîñòü íåëèíåéíîå
óðàâíåíèå

xt+1 = 2x3
t/(1 + x2

t ).

Çäåñü ôóíêöèÿ
f(x) = 2x3/(1 + x2)

îïðåäåëåíà è ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé R, ïðè÷åì

f ′(x) = 2x2(x2 + 3)(1 + x2)−2.

Ðåøèâ óðàâíåíèå f(x) = x, íàéä¼ì òðè òî÷êè ðàâíîâåñèÿ: x∗ = 0,
x = 1, xe = −1. Ïðèìåíèì òåîðåìó 2.3: f ′(0) = 0 < 1 ⇒ x∗ = 0 ëî-
êàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà; f ′(1) = f ′(−1) = 2 > 1 ⇒ x = 1 è
xe = −1 íåóñòîé÷èâû. �

Ñëåäóþùàÿ èíòåðïðåòàöèÿ òåîðåìû 2.3 ïîëåçíà è äîïóñêàåò äàëåêî
èäóùèå îáîáùåíèÿ.

Ïðè ãëàäêîé ôóíêöèè f(x) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî, âûòåêàþùåå èç
îïðåäåëåíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè è òåîðåìû Ëàãðàíæà:

xt+1 − x∗ = f(xt) − f(x∗) = f ′(ct)(xt − x∗), (2.48)

ãäå òî÷êà ct ëåæèò ìåæäó xt è x∗ . Åñëè ðàññìîòðåòü òðàåêòîðèè, ñòàðòó-
þùèå âáëèçè x∗, ò.å. ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ |x0−x∗|, òî, â ñèëó íåïðåðûâ-
íîñòè ôóíêöèè f(x), îòêëîíåíèÿ |xt−x∗| áóäóò òîæå ìàëû. Ýòî ñâîéñòâî
íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòüþ ðåøåíèÿ îò íà÷àëüíîé òî÷êè.
(Çàìåòèì, ÷òî îíî íå ãàðàíòèðóåò óñòîé÷èâîñòè!) Ïîýòîìó f ′(ct) áóäåò
ìàëî îòëè÷àòüñÿ îò f ′(x∗). Ïîëîæèì

yt = xt − x∗, a = f ′(ct). (2.49)

Â ñèëó ñêàçàííîãî è ðàâåíñòâà (2.48), ìîæíî îæèäàòü, ÷òî yt áóäåò ïðè-
áëèæ¼ííî óäîâëåòâîðÿòü ëèíåéíîìó ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ

yt+1 = ayt. (2.50)

Îíî ïîëó÷åíî ëèíåàðèçàöèåé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷-
êè ðàâíîâåñèÿ x∗ (ñì. (2.49)) è ÷àñòî íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ëèíåéíîãî
ïðèáëèæåíèÿ.
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Òî÷êå ðàâíîâåñèÿ x∗ â èñõîäíîì óðàâíåíèè ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà ðàâ-
íîâåñèÿ y∗ = 0 â ëèíåàðèçîâàííîì óðàâíåíèè (2.50). Åñëè âñïîìíèòü, ÷òî
ïðè |a| < 1 îíà ãëîáàëüíî óñòîé÷èâà, à ïðè |a| > 1 � íåóñòîé÷èâà (ñì.
ï.2.2), òî òåîðåìó 2.3 ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

2.9. Òåîðåìà î ëèíåàðèçàöèè. Ïóñòü x∗ � òî÷êà ðàâíîâåñèÿ íåëè-
íåéíîãî óðàâíåíèÿ xt+1 = f(xt) ñ ãëàäêîé ôóíêöèåé f(x), à y∗ = 0
� òî÷êà ðàâíîâåñèÿ â ñîîòâåòñòâóþùåì ëèíåàðèçîâàííîì óðàâíå-
íèè (2.50). Òîãäà:
(à) èç àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè y∗ ñëåäóåò àñèìïòîòè÷åñêàÿ
óñòîé÷èâîñòü x∗;
(á) èç íåóñòîé÷èâîñòè y∗ ñëåäóåò íåóñòîé÷èâîñòü x∗.

2.5.3. Îáñóæäåíèå

Ïîëåçíî ïîäâåñòè ïðåäâàðèòåëüíûå èòîãè íàøåãî çíàêîìñòâà ñ íåëèíåé-
íûìè äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè è îöåíèòü ðåçóëüòàòû äàííîãî ïàðàãðà-
ôà. Ýòà îöåíêà âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïîçèòèâíûå è êðèòè÷åñêèå ìîìåíòû.

Ê áåçóñëîâíî ïîçèòèâíûì ìîæíî îòíåñòè ñëåäóþùèå:

• âî-ïåðâûõ, ìû íàó÷èëèñü èññëåäîâàòü ëîêàëüíóþ è ãëîáàëüíóþ óñ�
òîé÷èâîñòü òî÷åê ðàâíîâåñèÿ äîñòàòî÷íî ýëåìåíòàðíûìè ìåòîäàìè; âìå-
ñòå ñ ôàçîâîé äèàãðàììîé îíè ñîñòàâëÿþò ïîëåçíûé èíñòðóìåíò êà÷å-
ñòâåííîãî àíàëèçà;

• âî-âòîðûõ (è ýòî äàæå áîëåå âàæíî), íà ïóòè ê êðèòåðèÿì óñòîé÷è-
âîñòè ìû ïîçíàêîìèëèñü ñ òàêèìè âàæíûìè äëÿ ìàòåìàòèêè ïîíÿòèÿ-
ìè, êàê îòîáðàæåíèÿ, èõ íåïîäâèæíûå òî÷êè, ñæèìàþùèå îòîáðàæåíèÿ
è ò.ä.

Çäåñü îñîáåííî õî÷åòñÿ îòòåíèòü òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ýòè ïîíÿ-
òèÿ, ðàâíî êàê è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû (òåîðåìû 2.2, 2.3 âìåñòå ñ óòâåð-
æäåíèåì 2.9), ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà ìíîãîìåðíûå ñèñòåìû ñ åñòåñòâåí-
íûìè èçìåíåíèÿìè, êàñàþùèìèñÿ òîëüêî îáîçíà÷åíèé. Ïðèìå÷àòåëüíî,
÷òî òî æå îòíîñèòñÿ è ê äîêàçàòåëüñòâàì. Áîëåå òîãî, óòâåðæäåíèå à)
òåîðåìû 2.2 âîîáùå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ
ìàòåìàòèêè è íîñèò íàçâàíèå ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé, èëè
òåîðåìû î íåïîäâèæíîé òî÷êå.3

3Òåîðåìà 2 .2 îñòà¼òñÿ âåðíîé, åñëè ñ÷èòàòü â íåé ìíîæåñòâî S ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàí-
ñòâîì (ñ ðàññòîÿíèåì d(x, y) ìåæäó òî÷êàìè x, y ∈ S, óäîâëåòâîðÿþùèì ñâîéñòâàì, âïîëíå àíàëî-
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Êðèòè÷åñêàÿ îöåíêà äèêòóåòñÿ ñëåäóþùèìè ôàêòàìè.

• âî-ïåðâûõ, êàê óæå îòìå÷àëîñü, ãëîáàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü ðàâíîâå-
ñèÿ â íåëèíåéíûõ ìîäåëÿõ � äîâîëüíî ðåäêîå ÿâëåíèå âîîáùå è â ýêîíî-
ìè÷åñêèõ ìîäåëÿõ â ÷àñòíîñòè.

• âî-âòîðûõ, èíôîðìàöèè î ëîêàëüíîé óñòîé÷èâîñòè èëè íåóñòîé÷è-
âîñòè òî÷åê ðàâíîâåñèÿ íåäîñòàòî÷íî, ÷òîáû äåëàòü çàêëþ÷åíèå î ïîâå-
äåíèè òðàåêòîðèé ìîäåëè â öåëîì: òàêèå ñëîæíûå ÿâëåíèÿ, êàê áèôóð-
êàöèÿ è òåì áîëåå õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà, íå âñêðûâàþòñÿ è íå àíàëèçè-
ðóþòñÿ ìåòîäàìè äàííîãî ïàðàãðàôà. Ìåæäó òåì, èìåííî ýòè ÿâëåíèÿ
ÿâëÿþòñÿ îáúåêòîì ïðèñòàëüíîãî âíèìàíèÿ è îñìûñëåíèÿ â ñîâðåìåííîé
ýêîíîìè÷åñêîé äèíàìèêå.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî, èñïîëüçóÿ èçëîæåííûå ìåòîäû,
ìîæíî èññëåäîâàòü îòíîñèòåëüíî ïðîñòûå ìîäåëè, èëè âûÿâëÿòü ìíî-
æåñòâà ôàçîâûõ ñîñòîÿíèé è ïàðàìåòðîâ ñëîæíûõ ìîäåëåé, â äèàïàçîíå
êîòîðûõ íå íàáëþäàåòñÿ èððåãóëÿðíîãî ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé.

Ïðèìåðû ïîñëåäóþùèõ ïàðàãðàôîâ äàííîé ãëàâû äîëæíû ïîçâîëèòü
÷èòàòåëþ ÿñíåå ïîíÿòü ýòó ìûñëü.

Îáçîð îñíîâíûõ ïîíÿòèé è ðåçóëüòàòîâ

� Ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå 1-ãî ïîðÿäêà xt+1 = f(t, xt) ïîëíîñòüþ çàäà-
¼òñÿ ôóíêöèåé f(t, x), îïðåäåë¼ííîé ïðè t ∈ Z+ = 0, 1, ..., x ∈ S ⊆ R,
ñî çíà÷åíèÿìè â S. Òàêóþ ôóíêöèþ íàçûâàþò îòîáðàæåíèåì èç ìíî-
æåñòâà Z+ × S â S è ïèøóò f : Z+ × S → S. Ìíîæåñòâî S íàçûâàþò
ôàçîâûì.

� Ðåøåíèåì, èëè òðàåêòîðèåé ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ xt+1 = f(t, xt)
íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xt, óäîâëåòâîðÿþùàÿ äàííîìó ðå-
êóððåíòíîìó ðàâåíñòâó ïðè t = 0, 1, . . . .

� Òðàåêòîðèÿ, íà÷èíàþùàÿñÿ èç íà÷àëüíîé òî÷êè x0 ∈ S (ñòàðòóþ-
ùàÿ èç x0), îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì x|t=0 = x0 .

� Àâòîíîìíîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå xt+1 = f(xt) çàäà¼òñÿ îòîáðàæå-
íèåì f(x) ìíîæåñòâà S â ñåáÿ, ò.å. f : S→ S.

ãè÷íûì íîðìå âåêòîðîâ, è äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì ñõîäèìîñòè êàæäîé ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè)
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� Òî÷êà ðàâíîâåñèÿ àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ xt+1 = f(xt), èëè íåïî-
äâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ f : S → S � ýòî ïîñòîÿíííîå ðåøåíèå
xt ≡ x∗ ∈ S, èëè ÷òî òî æå, � êîðåíü óðàâíåíèÿ f(x) = x (è, ñëåäîâà-
òåëüíî, f(x∗) = x∗).

� Ìíîæåñòâî ïðèòÿæåíèÿ òî÷êè ðàâíîâåñèÿ x∗ îáîçíà÷àåòñÿ S(x∗),
è ñîñòîèò èç òî÷åê x0 ∈ S, ñòàðòóÿ èç êîòîðûõ, òðàåêòîðèè ñõîäÿòñÿ ê
x∗ ïðè t → +∞.

� x∗ ãëîáàëüíî óñòîé÷èâà, åñëè S(x∗) = S, ò.å. x∗ ïðèòÿãèâàåò ê ñåáå
âñå òðàåêòîðèè èç S.

� x∗ ëîêàëüíî óñòîé÷èâà, åñëè ìíîæåñòâî ïðèòÿæåíèÿ S(x∗) åñòü ïå-
ðåñå÷åíèå íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x∗ ñ ìíîæåñòâîì S, ò.å. x∗ ïðè-
òÿãèâàåò ê ñåáå òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ â S âáëèçè x∗.

� x∗ óñòîé÷èâà, åñëè â å¼ ïðîèçâîëüíî ìàëîé îêðåñòíîñòè îñòàþòñÿ
âñå òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ â S äîñòàòî÷íî áëèçêî ê x∗ (ò.å. x∗ óäåð-
æèâàåò âáëèçè ñåáÿ òðàåêòîðèè áëèçêèõ ê íåé òî÷åê).

� x∗ íåóñòîé÷èâà, åñëè âñå òðàåêòîðèè áëèçêèõ ê íåé òî÷åê ïîêèäàþò
ëþáóþ îêðåñòíîñòü x∗ (ò.å. x∗ îòòàëêèâàåò òðàåêòîðèè âñåõ áëèçêèõ ê
íåé òî÷åê).

� x∗ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà, åñëè îíà óñòîé÷èâà è ïðèòÿãèâàåò
ê ñåáå òðàåêòîðèè áëèçêèõ ê íåé òî÷åê.

� Ïîíÿòèÿ ëîêàëüíîé óñòîé÷èâîñòè è àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷è-
âîñòè ñîâïàäàþò.

� Îòîáðàæåíèå f ìíîæåñòâà S â ñåáÿ íàçûâàþò ïðîñòî ñæèìàþùèì
íà S, åñëè

|f(y) − f(x)| < |y − x| ∀x, y ∈ S, x ̸= y.

� Åñëè f(x) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà ÷èñëîâîì ïðîìåæóòêå S è
|f ′(x)| < 1 íà S, òî f � ïðîñòî ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå íà S.
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� Ïðîñòî ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå f ïðîìåæóòêà S â ñåáÿ ìîæåò
èìåòü òîëüêî îäíó íåïîäâèæíóþ òî÷êó x∗ ∈ S. Åñëè îíà ñóùåñòâó-
åò, òî ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíî óñòîé÷èâîé òî÷êîé ðàâíîâåñèÿ óðàâíåíèÿ
xt+1 = f(xt) íà S.

� Îòîáðàæåíèå f ìíîæåñòâà S â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ ñæèìàþùèì, åñëè
íàéä¼òñÿ ÷èñëî k ∈ (0, 1), ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|f(y) − f(x)| ≤ k|y − x| ∀x, y ∈ S.

� Ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà S â ñåáÿ èìååò
åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó, êîòîðàÿ ãëîáàëüíî óñòîé÷èâà.

� Ïóñòü f � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ïðîìåæóòêà S â ñåáÿ è x∗ � åãî
íåïîäâèæíàÿ òî÷êà. Òîãäà:
à) åñëè |f ′(x∗)| < 1, òî x∗ ëîêàëüíî óñòîé÷èâà;
á) åñëè |f ′(x∗)| > 1, òî x∗ íåóñòîé÷èâà;
â) åñëè |f ′(x∗)| = 1, òî x∗ ìîæåò áûòü êàê ëîêàëüíî óñòîé÷èâîé,
òàê è íåóñòîé÷èâîé.

Çàäà÷è

2.33. Èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ xt+1 = 1/xt.

2.34. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðè |a| < 1 îòîáðàæåíèå f(x) = a ln(1 + x2)
ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì íà R. Êàê âåäóò ñåáÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ xn+1 =
= f(xn) ïðè n → ∞ ?

2.35. Ïîñòðîèòü ôàçîâóþ äèàãðàììó ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ èç ïðè-
ìåðà 2.10.

2.36. Èññëåäîâàòü êà÷åñòâåííî óðàâíåíèå xt+1 = axα
t + bxt íà S = R+

ïðè ïàðàìåòðàõ a > 0, b > 0, 0 < α < 1.

2.37. Èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü òî÷êè ðàâíîâåñèÿ óðàâíåíèÿ

xn+1 = xn/[α + (1 − α)xn]

íà R+ ïðè α ∈ (0, 1).

Óêàçàíèå. Èñïîëüçóéòå çàìåíó yn = 1/xn.
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2.38. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ xt+1 = axt + tat è
èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü òðàåêòîðèè ïðè t → +∞.

Óêàçàíèå. Èñïîëüçîâàòü óòâåðæäåíèÿ 2.4, 2.6.

2.39. à) Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ xt+1 = axt + cyt + d, ãäå {yt} �
îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ yt = ayt + b è a ̸= 0, a ̸= 1.

á) Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî â à).

2.40. Äîêàçàòü, ÷òî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : [a, b] → [a, b] èìååò
íåïîäâèæíóþ òî÷êó íà [a, b].

Óêàçàíèå. Ðàññìîòðåòü g(x) = x − f(x).

2.41. Ìåòîä Íüþòîíà äëÿ ïîèñêà êîðíÿ óðàâíåíèÿ f(x) = 0 ñîñòîèò
â ñëåäóþùåì: áåð¼òñÿ íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå x0 è ñëåäóþùèå ïðèáëè-
æåíèÿ ê èñêîìîìó êîðíþ a ñòðîÿòñÿ ïî ôîðìóëå

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
, n = 0, 1, . . . .

Äîêàçàòü, ÷òî åñëè f(x) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è
f ′(a) ̸= 0, òî íàéä¼òñÿ òàêîé èíòåðâàë I , ñîäåðæàùèé òî÷êó a, ÷òî ïðè
x0 ∈ I ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ìåòîäà Íüþòîíà ñõîäÿòñÿ ê a.

Óêàçàíèå. Ïðèìåíèòü òåîðåìó 2.3 ê ôóíêöèè g(x) = x − f(x)/f ′(x).

2.42. Äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, äîïîëíÿþùåå ñîìíèòåëüíûé
ñëó÷àé (b) â òåîðåìå 2.3:

Ïóñòü f(x) òðèæäû ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà ïðîìåæóòêå S è x∗ � å¼ íåïî-
äâèæíàÿ òî÷êà ñî ñâîéñòâîì f ′(x∗) = 1. Òîãäà:

(à) åñëè f ′′(x∗) ̸= 0, òî x∗ íåóñòîé÷èâà;
(á) åñëè f ′′(x∗) = 0, à f ′′′(x∗) > 0, òî x∗ íåóñòîé÷èâà;
(â) åñëè f ′′(x∗) = 0, à f ′′′(x∗) < 0, òî x∗ ëîêàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè

óñòîé÷èâà.

Óêàçàíèå. (äëÿ ñëó÷àÿ (à)) . Åñëè f ′′(x∗) = 0, òî f(x) âûïóêëà â íåêî-
òîðîé îêðåñòíîñòè x∗ â S ïðè f ′′(x∗) > 0 è âîãíóòà ïðè f ′′(x∗) < 0.
Ïðè f ′′(x∗) > 0 ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) âîçðàñòàåò âáëèçè x∗ è, ñëåäîâà-
òåëüíî, f ′(x) > 1 íà ïåðåñå÷åíèè S ñ äîñòàòî÷íî ìàëûì èíòåðâàëîì
I = (x∗, x∗ + δ ) è ìîæíî âûáðàòü òàêîå ÷èñëî q, ÷òî 1 < q < f ′(x) íà
ýòîì ïåðåñå÷åíèè. Äàëåå íàäî èñïîëüçîâàòü òå æå àðãóìåíòû, ÷òî è ïðè
äîêàçàòåëüñòâå ñëó÷àÿ (á) òåîðåìû 2.3.
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2.6. Ïðèëîæåíèå ê íåëèíåéíûì ýêîíîìè÷å-

ñêèì ìîäåëÿì

2.6.1. Èññëåäîâàíèå íåîêëàññè÷åñêîé ìîäåëè ðîñòà Ñî-
ëîó

Íàïîìíèì (ñì. ï.1.3, ïðèìåð 1.9), ÷òî äàííàÿ ìîäåëü îïèñûâàåòñÿ ñëå-
äóþùèìè óðàâíåíèÿìè:

• â êàæäîì ïåðèîäå âðåìåíè íàöèîíàëüíûé äîõîä (èëè ïðîäóêò) îïè-
ñûâàåòñÿ äâóõôàêòîðíîé ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèåé Yt = F (Kt, Lt);

• òðóäîâûå ðåñóðñû âîçðàñòàþò ñ ýêçîãåííî çàäàííûì òåìïîì ðîñòà
(1 + n), ò.å. Lt+1 = (1 + n)Lt èëè Lt = (1 + n)tL0;

• ïðèðîñò êàïèòàëà (îñíîâíûõ ôîíäîâ) îïèñûâàåòñÿ ðàçíîñòíûì óðàâ-
íåíèåì

Kt+1 − Kt = sYt − bKt,

ãäå s ∈ (0, 1) � ïðåäåëüíàÿ ñêëîííîñòü ê èíâåñòèöèÿì (íîðìà ñáåðåæå-
íèÿ), à b � íîðìà àìîðòèçàöèè.

Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíêöèÿ F (K, L) ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíà (ò.å.
F (λK, λL) = λF (K, L) ∀λ ≥ 0), èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé íåòðóäíî ïîëó÷èòü
óðàâíåíèå äèíàìèêè äëÿ ïîêàçàòåëÿ óäåëüíîé êàïèòàëîâîîðóæåííîñòè
kt = Kt/Lt:

kt+1 =
Kt+1

Lt+1
=

sF (Kt, Lt) + (1 − b)Kt

(1 + n)Lt
=

s

1 + n
f(kt) +

1 − b

1 + n
kt,

ãäå f(k) = F (k, 1), ïîñêîëüêó

Yt

Lt
=

F (Kt, Lt)

Lt
= F

(
Kt

Lt
, 1

)
= F (k, 1).

Ò.î., îñíîâíîå äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå ìîäåëè èìååò âèä

kt+1 = g(kt), ãäå g(k) =
s

1 + n
f(k) +

1 − b

1 + n
k . (2.51)

(1)Òèïè÷íûå êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà äàííîé ìîäåëè ìîæíî ïîëó-
÷èòü, èññëåäóÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè Êîááà-Äóã�
ëàñà

F (K, L) = AKαL1−α, A > 0, α ∈ (0, 1). (2.52)
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Â ýòîì ñëó÷àå
f(k) = Akα

è ôàçîâàÿ äèàãðàììà óðàâíåíèÿ (2.51) âûãëÿäèò òàê, êàê ïîêàçàíî íà
ðèñ. 2.6. Ïåðåñå÷åíèå ãðàôèêà ñòðîãî âîçðàñòàþùåé, âîãíóòîé ôóíêöèè
g(k) ñ áèññåêòðèñîé z = k äàåò äâå òî÷êè ðàâíîâåñèÿ k = 0 è k∗ > 0,
èç êîòîðûõ âòîðàÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà è ïðèòÿãèâàåò ê ñåáå âñå
òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ ïðè k0 > 0.

Ðèñ. 2.6. Ôàçîâàÿ äèàãðàììà íåîêëàññè÷åñêîé ìîäåëè (2.51)
â òèïè÷íîì ñëó÷àå.

Ïðèìåíèì òåïåðü àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû. Ïîñêîëüêó g îòîáðàæàåò R±
â R+, òî âîçüìåì â êà÷åñòâå ôàçîâîãî ìíîæåñòâà S ïîëóïðÿìóþ R+.
Óðàâíåíèå äëÿ ïîèñêà íåïîäâèæíûõ òî÷åê g(k) = k ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþ-
ùåìó

k(Askα−1 − b − n) = 0.

Îòñþäà íàõîäèì ïîëîæèòåëüíóþ òî÷êó ðàâíîâåñèÿ:

k∗ =

(
As

b + n

)1/(1−α)

. (2.53)

Ïðèìåíèì ê íåé êðèòåðèé ëîêàëüíîé óñòîé÷èâîñòè òåîðåìû 2.3. Íåòðóä-
íî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî

g′(k∗) = (1 − α)
b + n

1 + n
∈ (0, 1),
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ïîñêîëüêó α ∈ (0, 1) è �íîðìàëüíûå� çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà àìîðòè-
çàöèè b ∈ (0, 1). Ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìà 2.3 óêàçûâàåò íà ëîêàëüíóþ
àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü k∗.

Íàëè÷èå â S âòîðîé òî÷êè ðàâíîâåñèÿ íå ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü êðè-
òåðèé ãëîáàëüíîé óñòîé÷èâîñòè. (Êðîìå òîãî, g′(0 +) = +∞ òàê ÷òî íà
ñæàòèå ðàññ÷èòûâàòü íå ïðèõîäèòñÿ äàæå ïðè íåêîòîðîì ñóæåíèè S äî
ïîëóïðÿìîé âèäà k ≥ ε, ε > 0.). Îäíàêî óñòàíîâèòü, ÷òî k∗ ïðèòÿãèâà-
åò âñå òðàåêòîðèè ñ k0 > 0 ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà
ìîíîòîííîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè 0 < k0 < k∗, òî íà ñîîòâåòñòâóþùåé
òðàåêòîðèè kt+1 = g(kt) > kt, ïîñêîëüêó g(k) > k ïðè k ∈ (0, k∗). Ïðè
ýòîì

kt+1 = g(kt) < g(k∗) = k∗

â ñèëó âîçðàñòàíèÿ g(k) è íåïîäâèæíîñòè òî÷êè k∗. Ïîýòîìó ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {kt} âîçðàñòàåò è îãðàíè÷åíà ñâåðõó ÷èñëîì k∗. Îòñþäà ñëåäó-
åò åå ñõîäèìîñòü, êîòîðàÿ âîçìîæíà òîëüêî ê òî÷êå k∗ (ñì. óòâåðæäåíèå
2.2 â ï. 2.1). Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðèòÿæåíèå ê k∗ âñåõ òðàåê-
òîðèé ñ k0 > k∗.

Àíàëèç îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ ìîäåëè ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîäû î ïî-
âåäåíèè òðàåêòîðèé èñõîäíûõ ìàêðîïåðåìåííûõ K, Y, I = sY, C =
= (1 − s)Y . Äåéñòâèòåëüíî, ïðè K0 > 0 èìååì k0 > 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,
ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

Kt = ktLt ≈ k∗(1 + n)tL0 ,

Yt = ytLt = Akα
t Lt ≈ A(k∗)α(1 + n)tL0 ,

It = itLt = sytLt ≈ sA(k∗)α(1 + n)tL0 ,

Ct = (1 − s)ytLt ≈ (1 − s)A(k∗)α(1 + n)tL0 .

Ìû âèäèì, ÷òî òðàåêòîðèè âñåõ èñõîäíûõ ìàêðîïåðåìåííûõ âîçðàñòàþò,
ïðè÷åì èõ òåìï ðîñòà â äîëãîâðåìåííîé ïåðñïåêòèâå ïðàêòè÷åñêè ñîâïà-
äàåò ñ òåìïîì ðîñòà òðóäîâûõ ðåñóðñîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ðàç-
âèòèå ýêîíîìèêè èìååò òåíäåíöèþ âûõîäà íà ðåæèì ñáàëàíñèðîâàííîãî
ðîñòà, â êîòîðîì âñå ìàêðîïåðåìåííûå ðàñòóò ñ îäíèì òåìïîì. ßñíî,
÷òî ïðè K0 = k∗L0 ýêîíîìèêà áóäåò ýâîëþöèîíèðîâàòü íåïîñðåäñòâåííî
â ðåæèìå ñáàëàíñèðîâàííîãî ðîñòà, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå kt ≡ k∗.

(2) Îïòèìèçàöèÿ ðåæèìà ñáàëàíñèðîâàííîãî ðîñòà. Ïîñêîëüêó âñå
òðàåêòîðèè ìîäåëè ñõîäÿòñÿ ê ðåæèìó ñáàëàíñèðîâàííîãî ðîñòà ïðè ëþ-

93



áîé ïîñòîÿííîé äîëå èíâåñòèöèé s ∈ (0, 1), òî ìîæíî ïîñòàâèòü âîïðîñ î
âûáîðå íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíîãî ñáàëàíñèðîâàííîãî ðîñòà.

Çàìåòèì, ÷òî ðàâíîâåñíûé óðîâåíü óäåëüíîé êàïèòàëîâîîðóæåííîñòè
k∗ çàâèñèò îò s êàê îò ïàðàìåòðà: k∗ = k∗(s)(ñì. (2.53)). Ïîýòîìó âîïðîñ
ìîæíî óòî÷íèòü è ïîñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: êàêàÿ íîðìà ñáåðåæå-
íèÿ ïðåäïî÷òèòåëüíåé?

Äëÿ îòâåòà íà íåãî íåîáõîäèìî âûáðàòü êðèòåðèé ïðåäïî÷òåíèÿ. Îä-
íèì èç òàêèõ êðèòåðèåâ ÿâëÿåòñÿ óðîâåíü ïîòðåáëåíèÿ c, ïðèõîäÿùèéñÿ
íà îäíîãî ðàáîòàþùåãî: ÷åì îí âûøå, òåì ëó÷øå ðåæèì ñáàëàíñèðîâàí-
íîãî ðîñòà. Ïîñêîëüêó c = (1 − s)f(k) è íàñ èíòåðåñóåò ìàêñèìóì ýòîãî
ïîêàçàòåëÿ â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ, ò.å. ïðè k∗ = k∗(s), òî ìû ïðèõîäèì
ê ñëåäóþùåé çàäà÷å:

ìàêñèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ

φ(s) = (1 − s)f(k∗(s)) ïî s ∈ (0, 1), (2.54)

ãäå k∗(s) � òî÷êà ðàâíîâåñèÿ óðàâíåíèÿ (2.51) ïðè äàííîì s.

Åñëè ó÷åñòü ðàâåíñòâà (2.52), (2.53), òî ýòà çàäà÷à êîíêðåòèçèðóåòñÿ
ê ñëåäóþùåé:

φ(s) = (1 − s)s1/(1−α) → max
s∈(0,1)

.

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóåò (îáúÿñíèòå, ïî÷åìó?) è
äîñòèãàåòñÿ â êðèòè÷åñêîé òî÷êå s∗ = α.

Òàêèì îáðàçîì, îïòèìàëüíàÿ äîëÿ èíâåñòèöèé â çàäà÷å (2.54) ñîâïà-
äàåò ñ ýëàñòè÷íîñòüþ ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè ïî êàïèòàëó, à ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ îïòèìàëüíàÿ äîëÿ ïîòðåáëåíèÿ ñîñòàâèò 1 − s∗ = 1 − α;
îíà ðàâíà ýëàñòè÷íîñòè âûïóñêà ïî òðóäó. Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå íàöèî-
íàëüíîãî äîõîäà íîñèò íàçâàíèå çîëîòîãî ïðàâèëà íàêîïëåíèÿ; åìó ñî-
îòâåòñòâóþò óðîâíè ðàâíîâåñíîé êàïèòàëîâîîðóæåííîñòè

k∗∗ = k∗(s∗) =

(
Aα

b + n

)1/(1−α)

è ñðåäíåäóøåâîãî ïîòðåáëåíèÿ

c∗ = (1 − s∗)f(k∗∗).

Êàê ïîêàçûâàþò ýìïèðè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ïî ïðèìåíåíèþ íåîêëàññè-
÷åñêîé ìîäåëè ê ýêîíîìèêå êîíêðåòíûõ ñòðàí, ïàðàìåòð α êîëåáëåòñÿ â
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ïðåäåëàõ îò 0,4 äî 0,6. Îòâå÷àþùèå åìó çíà÷åíèÿ îïòèìàëüíîé íîðìû
ïîòðåáëåíèÿ (â ïðåäåëàõ îò 40 äî 60 % íàöèîíàëüíîãî äîõîäà) ñ÷èòàþò-
ñÿ çàíèæåííûìè â ñðàâíåíèè ñ ôàêòè÷åñêè íàáëþäàåìûìè çíà÷åíèÿìè.
Íàïðèìåð, â ðàçâèòûõ ñòðàíàõ íîðìà íåïðîèçâîäñòâåííîãî ïîòðåáëåíèÿ
íèæå 85 % âñòðå÷àåòñÿ êðàéíå ðåäêî è ñ÷èòàåòñÿ íèçêîé.

(3) Îáîáùåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ íà ñëó÷àé äðóãèõ ïðîèçâîä-
ñòâåííûõ ôóíêöèé âîçìîæíî ïðè íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Ìû ñäå-
ëàåì èõ ïðèìåíèòåëüíî ê �íîðìèðîâàííîé� ôóíêöèè f(k). Âî-ïåðâûõ,
êàê îáû÷íî äëÿ íåîêëàññè÷åñêîé øêîëû â ýêîíîìèêå, áóäåì ïðåäïîëà-
ãàòü f(k) ñòðîãî âîçðàñòàþùåé è âîãíóòîé ïðè k ≥ 0. Âî-âòîðûõ, ÷òîáû
ãàðàíòèðîâàòü ñóùåñòâîâàíèå ïîëîæèòåëüíîé òî÷êè ðàâíîâåñèÿ k∗, íóæ-
íî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ äâóõ óñëîâèé (ñì. ðèñ. 2.6):

à) íåðàâåíñòâà g(k) > k ïðè íåáîëüøèõ k > 0;

á) ïðîòèâîïîëîæíîãî íåðàâåíñòâà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k.

Óñëîâèå à) áóäåò âûïîëíåíî, åñëè

lim
k→0+

g(k)

k
> 1,

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, â ñèëó ðàâåíñòâà (2.51),

lim
k→0+

f(k)

k
>

b + n

s
. (2.55)

Ïðè ãëàäêîé ïðè k > 0 ôóíêöèè f(k) ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî âûðàçèòü
÷åðåç ïðîèçâîäíóþ, ïðèìåíèâ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ:

f ′(0 +) >
b + n

s
(2.55′)

(f äîëæíà âîçðàñòàòü äîñòàòî÷íî áûñòðî â ïðàâîé ïîëóîêðåñòíîñòè
íóëÿ).

Óñëîâèå á) áóäåò âûïîëíåíî, åñëè ãðàôèê ôóíêöèè z = f(k) èìååò
ãîðèçîíòàëüíóþ àñèìïòîòó ïðè k → +∞, ò.å.

lim
k→0+

g(k)

k
= 0 . (2.56)

Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå áóäåò

lim
k→0+

g(k)

k
=

1 − b

1 + n
> 1 ,
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à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðà-
âåíñòâî g(k) < k, òàê ÷òî ãðàôèêè ôóíêöèé z = f(k) è z = k ïåðåñåêóòñÿ
â åäèíñòâåííîé òî÷êå ïðè íåêîòîðîì ðàâíîâåñíîì çíà÷åíèè k∗ > 0. Äëÿ
ãëàäêîé f óñëîâèå (2.56) ñâîäèòñÿ ê ñîîòíîøåíèþ

lim
k→0+

f ′(k) = 0 . (2.56′)

Ïðè âûïîëíåíèè ïðåäåëüíûõ óñëîâèé (2.55), (2.56) òî÷êà ðàâíîâåñèÿ
k∗ áóäåò ïðèòÿãèâàòü ê ñåáå âñå òðàåêòîðèè ñ k0 > 0 (ñì. ðèñ. 2.6) è, ñëå-
äîâàòåëüíî, âûâîä î ñõîäèìîñòè âñåõ òàêèõ òðàåêòîðèé ê ðåæèìó ñáà-
ëàíñèðîâàííîãî ðîñòà ñîõðàíèòñÿ.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè Êîááà � Äóãëàñà (2.52) íåðàâåíñòâî (2.55)
âûïîëíåíî, èáî â ýòîì ñëó÷àå f ′(0+) = +∞, íî ðàâåíñòâî (2.56′) íå
âûïîëíÿåòñÿ, à òî÷êà ðàâíîâåñèÿ k∗ > 0 òåì íå ìåíåå èìååòñÿ.

(4) Ïîëåçíî ðàññìîòðåòü òàêæå ñëó÷àé ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè ñ
ïîñòîÿííîé ýëàñòè÷íîñòüþ çàìåùåíèÿ (ôóíêöèè CES), êîòîðóþ ìîæ-
íî çàïèñàòü â âèäå

Y = F (K,L) = Y

[
α

(
K

K

)−γ

+ (1 − α)

(
L

L

)−γ
]−1/γ

, (2.57)

ãäå Y , K , L � ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû (ïðè÷åì Y = F (K , L)) , α ∈
∈ (0, 1), γ > 0 � òîæå ïàðàìåòðû. Ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò ñòàí-
äàðòíûì íåîêëàññè÷åñêèì óñëîâèÿì ìîíîòîííîñòè ïî ôàêòîðàì è âî-
ãíóòîñòè, íî èìååò áîëåå ðåàëèñòè÷íûå ñâîéñòâà, ÷åì ôóíêöèÿ Êîááà �
Äóãëàñà. Íàïðèìåð, äëÿ ïîñëåäíåé ëþáîé îáúåì âûïóñêà ìîæíî îáåñ-
ïå÷èòü ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëîì êîëè÷åñòâå îäíîãî èç ðåñóðñîâ, ëèøü
áû âòîðîé áûë â äîñòàòî÷íîì êîëè÷åñòâå. Ýòî ñâîéñòâî íåîïðàâäàí-
íî âûñîêîé ñïîñîáíîñòè çàìåùåíèÿ îäíîãî ðåñóðñà äðóãèì íå ñîîòâåò-
ñòâóåò äåéñòâèòåëüíîñòè. Ïî ìåòêîìó âûðàæåíèþ âûäàþùåãîñÿ ó÷åíîãî
Í.Í. Ìîèñååâà "ñîâðåìåííûé ìèð � íå Äðåâíèé Åãèïåò, è ñîâðåìåííûé
ñâåðõçâóêîâîé ñàìîëåò íå ìîæåò áûòü ïîñòðîåí, ïîäîáíî ïèðàìèäå Õåî-
ïñà, ðóêàìè 100 000 íåêâàëèôèöèðîâàííûõ ðàáîâ". Äëÿ ôóíêöèè CES
ýëàñòè÷íîñòü çàìåùåíèÿ ðåñóðñîâ ðàâíà 1/(1+γ) < 1, à íå åäèíèöå, êàê
â ñëó÷àå ôóíêöèè Êîááà-Äóãëàñà.
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Íàïîìíèì, êñòàòè, ÷òî ïðè γ → 0 ôóíêöèÿ CES ïðèáëèæàåòñÿ ê
ôóíêöèè Êîááà-Äóãëàñà, à ïðè γ → +∞ ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè Ëåîíòüåâà

Y = F∞(K,L) = Y min

{(
K

K

)
,

(
L

L̄

)}
ñ ïîñòîÿííûìè ïðîïîðöèÿìè çàòðàò è íóëåâîé ýëàñòè÷íîñòüþ çàìåùå-
íèÿ. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ CES çàíèìàåò ïðîìåæóòî÷íîå ìåñòî ìåæäó äâó-
ìÿ ïîëÿðíûìè (ïî ñâîéñòâàì çàìåùåíèÿ ðåñóðñîâ) êëàññàìè ïðîèçâîä-
ñòâåííûõ ôóíêöèé, ÷òî äåëàåò åå âåñüìà ïðèâëåêàòåëüíîé.

Äëÿ ôóíêöèè CES óäåëüíûé âûïóñê îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé

f(k) = y

[
α

(
k

k

)−γ

+ 1 − α

]−1/γ

,

ãäå y = Y /L, k = K/L (ïðîâåðüòå). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

f ′(0+) = α−1/γ · y

k

è óñëîâèå (2.55′) âûïîëíèòñÿ ëèøü ïðè íîðìå ñáåðåæåíèÿ, óäîâëåòâîðÿ-
þùåé íåðàâåíñòâó

s > α1/γ · k

y
(b + n). (2.58)

×òî æå êàñàåòñÿ óñëîâèÿ (2.56), òî îíî âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ôóíêöèè (2.57) (ïðîâåðüòå).

Èòàê, ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà (2.58) â ìîäåëè ðîñòà ñ ôóíêöèåé
CES âñå òðàåêòîðèè ñòðåìÿòñÿ ê ðåæèìó ñáàëàíñèðîâàííîãî ðîñòà.

2.6.2. Ìàêðîìîäåëü íàêîïëåíèÿ êàïèòàëà ñ àêñåëåðà-
òîðîì

Â ýòîé ìîäåëè òåìï ïðèðîñòà íàöèîíàëüíîãî ïðîäóêòà ëèíåéíî ñâÿçàí ñ
òåìïîì ïðèðîñòà êàïèòàëà:

Yt+1 − Yt

Yt
= a + b

(
Kt+1 − Kt

Kt

)
(2.59)

a > 0, 0 < b < 1 .
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Ïðèðîñò êàïèòàëà îáóñëîâëåí èíâåñòèöèÿìè, êîòîðûå ïðîïîðöèîíàëüíû
âûïóñêó: It = sYt, s > 0. Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî òðàêòîâàòü êàê àêñåëå-
ðàòîð ïðîñòåéøåãî âèäà, ïðè êîòîðîì äèíàìèêà êàïèòàëà îïèñûâàåòñÿ
ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì:

Kt+1 − Kt = sYt (2.60)

(àìîðòèçàöèåé êàïèòàëà ïðåíåáðåãàåì).

Ïîäñòàíîâêà (2.60) â (2.59) ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé äàåò íåëèíåéíîå
óðàâíåíèå:

Yt+1 = (1 + a)Yt + bs
Y 2

t

Kt
. (2.61)

Èç (2.59) è (2.60) ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ
Y0 > 0, K0 > 0 òðàåêòîðèè Yt , Kt ïîëîæèòåëüíû. Áîëåå òîãî èç (2.61)
âûòåêàåò, ÷òî Yt+1 > (1+ a)Yt è, ñëåäîâàòåëüíî, Yt > (1+ a)tYa. Ïîýòîìó
Yt → +∞, à òàê êàê Kt+1 > sYt òî è Kt → +∞.

Ìû ïðîàíàëèçèðóåì äèíàìèêó ïîêàçàòåëÿ êàïèòàëîòäà÷è xt = Yt/Kt.
Äëÿ ýòîãî ïîëó÷èì ñíà÷àëà ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå. Èìååì:

xt+1 =
Yt+1

Kt+1
=

1

Kt + sYt
[(1 + a)Yt + bsYtxt] ,

îòêóäà, ïóòåì äåëåíèÿ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ ñïðàâà íà Kt, ïðèõîäèì
ê íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþ

xt+1 = f(xt), ãäå f(x) =
(1 + a)x + bsx2

1 + sx
. (2.62)

Ôóíêöèÿ f îòîáðàæàåò ïîëóîñü R+ â ñåáÿ, è, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü,
èìååò äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè x = 0 è x∗ = a/(1 − b)s > 0. Íàéäåì
ïðîèçâîäíóþ îò f :

f ′(x) =
1 + a + 2sbx + s2bx2

(1 + sx)2 . (2.63)

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî f ′(x) = f ′(0) = 1+a > 1 è ïî òåîðåìå 2.3 òî÷êà
x = 0 íåóñòîé÷èâà. Â òî æå âðåìÿ

f ′(x) =
1 + a − 2b + b2 + a2b − ab2

(1 + a − b)2 =
1 − b + ab

1 − b + a
.
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Ïî ïðåäïîëîæåíèþ a > 0, b ∈ (0; 1). Ïî Òåîðåìå 2.3 òî÷êà ðàâíîâåñèÿ x∗

ëîêàëüíî óñòîé÷èâà.

Ïîêàæåì, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè ìíîæåñòâî ïðèòÿæåíèÿ òî÷êè x∗

ñîâïàäàåò ñ ïîëóïðÿìîé x > 0.

Èç (2.63) âèäíî, ÷òî f ′(x) > 0 ïðè x ≥ 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, f(x) ñòðîãî
âîçðàñòàåò. Ïîýòîìó

f(x) < f(x∗) = x∗ ïðè x ∈ (0, x∗) ,

f(x) > f(x∗) = x∗ ïðè x > x∗ .

Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ ïóòåì èòåðàöèé âûâîäèì, ÷òî

ïðè x0 < x∗, xt < x∗ ∀ t > 0 ,

ïðè x0 > x∗, xt > x∗ ∀ t > 0 .

Äàëåå, óðàâíåíèå (2.62) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê ñëåäóþùåìó âèäó:

xt+1 − xt =
1

1 + sxt
[a − s(1 − b)xt] xt.

Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü ìåíüøå íóëÿ ïðè xt < x∗ è áîëüøå íóëÿ ïðè xt > x∗.
Ïîýòîìó âñå òðàåêòîðèè ñ x0 < x∗ ìîíîòîííî âîçðàñòàþò è îãðàíè÷åíû
ñâåðõó ÷èñëîì x∗, à âñå òðàåêòîðèè ñ x0 > x∗ ìîíîòîííî óáûâàþò è
îãðàíè÷åíû ñíèçó ÷èñëîì x∗. Íî òîãäà âñå ýòè òðàåêòîðèè ñõîäÿòñÿ ïðè
t → +∞, ïðè÷åì ñõîäèìîñòü ìîæåò áûòü òîëüêî ê íåïîäâèæíîé òî÷-
êå x∗.

Èòàê, S(x∗) = (0, +∞) è ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî x∗ ãëîáàëüíî óñòîé÷èâà
íà ýòîì èíòåðâàëå.

Äëÿ èñõîäíîé ìîäåëè (2.58), (2.60) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ëþáûõ
Y0 > 0, K0 > 0 ïîêàçàòåëü êàïèòàëîòäà÷è Yt/Kt ìîíîòîííî ñõîäèòñÿ
ê x∗ ïðè t → +∞.

2.6.3. Ìîäåëè äåëîâîãî öèêëà

Ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå ñâèäåòåëüñòâóþò, ÷òî òåìïû ýêîíîìè÷åñêîãî ðî-
ñòà ìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè è èìåþò òåíäåíöèþ ê ïåðèîäè÷åñêèì ñïàäàì
è ïîäúåìàì. Âûäàþùèéñÿ ðóññêèé ýêîíîìèñò Í.Ä. Êîíäðàòüåâ îòêðûë
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äîëãîñðî÷íûå öèêëû èëè, èíà÷å, äëèííûå âîëíû è ïîëîæèë íà÷àëî îä-
íîìó èç íàïðàâëåíèé ñîâðåìåííîé ìàêðîýêîíîìèêè � àíàëèçó ýêîíîìè-
÷åñêèõ (äåëîâûõ) öèêëîâ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàñïðîñòðàíåíà ãèïîòåçà
ñóùåñòâîâàíèÿ ñèñòåìû âçàèìîñâÿçàííûõ öèêëîâ � êðàòêîñðî÷íûõ (40
ìåñÿöåâ), ñðåäíåñðî÷íûõ (7 � 11 ëåò) è äîëãîñðî÷íûõ öèêëîâ Êîíäðà-
òüåâà (45 � 60 ëåò).

Íàèáîëåå èçâåñòíîé è ðàííåé êåéíñèàíñêîé ìîäåëüþ êðàòêîñðî÷íûõ
öèêëîâ ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü Ñàìóýëüñîíà � Õèêñà, îñíîâàííàÿ íà èñïîëüçî-
âàíèè ïðèíöèïà àêñåëåðàòîðà (ñì. ï.1.3, ïðèìåð 1.13). Ãëàâíûé âûâîä
ýòîé ìîäåëè ñîñòîèò â òîì, ÷òî åäèíñòâåííîé ïðè÷èíîé íåðàâíîìåðíîãî
ðàçâèòèÿ ýêîíîìèêè (êîëåáàíèÿ íàöèîíàëüíîãî äîõîäà) ÿâëÿþòñÿ êîëå-
áàíèÿ ñïðîñà. Îäíàêî îí ÷àñòî ïîäâåðãàåòñÿ ñîìíåíèþ.

Ìû ðàññìîòðèì çäåñü äðóãèå ìîäåëè äåëîâîãî öèêëà, êîòîðûå ïðèâî-
äÿò ê êîëåáàòåëüíûì ðåøåíèÿì, íî íå èñïîëüçóþò ïðèíöèïà àêñåëåðàöèè
è îáîáùàþò òàê íàçûâàåìóþ ìîäåëü ìóëüòèïëèêàòîðà Êåéíñà.

Äëÿ ýòîãî îáñóäèì ôîðìàëèçàöèþ êëþ÷åâîé ãèïîòåçû ìàêðîýêîíî-
ìè÷åñêîé ìîäåëè Êåéíñà ”ñïðîñ ñîçäàåò ïðåäëîæåíèå” . Îáùåïðèíÿòîé
ÿâëÿåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå ýòîé ãèïîòåçû óðàâíåíèåì , ò.å. âåëè÷èíà ïðåä-
ëîæåíèÿ íàöèîíàëüíîãî äîõîäà â êàæäûé ïîñëåäóþùèé ïåðèîä âðåìåíè
äîëæíà ðàâíÿòüñÿ âåëè÷èíå ñïðîñà ïðåäûäóùåãî ïåðèîäà. Íî ýòî ñëèø-
êîì ïðÿìîëèíåéíàÿ è ”æåñòêàÿ” òðàêòîâêà îáñóæäàåìîé ãèïîòåçû, êî-
òîðàÿ îïðåäåëÿåò ëèøü íàïðàâëåíèå èçìåíåíèÿ íàöèîíàëüíîãî äîõîäà.
Áîëåå ïîñëåäîâàòåëüíîé è îáùåé ÿâëÿåòñÿ �ìÿãêàÿ� ìîäåëü ýòîé ãèïî-
òåçû, â êîòîðîé ïðèðîñò íàöèîíàëüíîãî äîõîäà íå ðàâåí èçáûòî÷íîìó
ñïðîñó, à ëèøü ïðîïîðöèîíàëåí åìó. Ñêàçàííîå ôîðìàëèçóåòñÿ óðàâíå-
íèåì

Y S
t+1 − Y S

t = α
(
Y D

t − Y S
t

)
, (2.64)

ãäå α > 0 � ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ðåàêöèþ ýêîíîìèêè íà äèñáà-
ëàíñ ìåæäó ñïðîñîì è ïðåäëîæåíèåì. Çàìåòèì, ÷òî ïðè α = 1 èç (2.64)
ïîëó÷àåòñÿ "æåñòêàÿ"ìîäåëü.

Ïóñòü òåïåðü òåêóùåå ïîòðåáëåíèå ëèíåéíî ñâÿçàíî ñ ïðåäëîæåíèåì,
ò.å. Ct = C0 + cY S

t , à èíâåñòèöèè ñêëàäûâàþòñÿ èç àâòîíîìíûõ I0 è
ïîñòîÿííîãî ïðèðîñòà ñïðîñà íà èíâåñòèöèè, ò.å. It = I0 + ∆I . Òîãäà
âåëè÷èíà ñïðîñà

Y D
t = Ct + It = C0 + cY S

t + I0 + ∆I
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è ïîäñòàíîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ â (2.64) ïðèâîäèò ê ëèíåéíîìó óðàâíå-
íèþ

Y S
t+1 = Y S

t + α
[
(c − 1)Y S

t + C0 + ∆I
]

. (2.65)

Ýòî óðàâíåíèå èìååò òî÷êó ðàâíîâåñèÿ

Y ∗ =
∆I + I0 + C0

1 − c

è äëÿ ïåðåìåííîé yt = Y S
t −Y ∗ ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå îäíîðîäíîå óðàâ-

íåíèå
yt+1 = ayt, ãäå a = 1 − α(c − 1) .

Òî÷êà ðàâíîâåñèÿ y∗ = 0 ýòîãî óðàâíåíèÿ ãëîáàëüíî óñòîé÷èâà ïðè
|a| < 1, ò.å. ïðè

0 < α(1 − c) < 2 èëè α < 2/(1 − c) ,

òàê êàê α > 0. Â ñëó÷àå α = 1, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò òðàäèöèîííîé
ìîäåëè ìóëüòèïëèêàòîðà, ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíèòñÿ, ïîñêîëüêó c ∈
∈ (0, 1).

Èòàê, ïðè íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ α íàöèîíàëüíûé äîõîä ñõîäèòñÿ ê
ñâîåìó ðàâíîâåñíîìó çíà÷åíèþ. Ýòà ñõîäèìîñòü ìîíîòîííà ïðè 0 < α <
< 1/(1 − c), è íîñèò êîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð ñ óáûâàþùåé àìïëèòó-
äîé ïðè 1/(1 − c) < α < 2/(1 − c). Â öåëîì äèíàìèêà ñèñòåìû (2.65)
îïðåäåëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ðåàêöèè α è ïðåäåëüíîé ñêëîííîñòüþ ê
ïîòðåáëåíèþ c.

Îïèñàííîå îáîáùåíèå ìîäåëè ìóëüòèïëèêàòîðà ïðèâåëî ê ëèíåéíîé
ìîäåëè. Åùå áîëåå èíòåðåñíîå îáîáùåíèå, ïðèâîäÿùåå ê íåëèíåéíîé ìî-
äåëè, âîçíèêàåò, åñëè çàìåòèòü, ÷òî ãèïîòåçó �ñïðîñ ñîçäàåò ïðåäëîæå-
íèå� ìîæíî âûðàæàòü íå òîëüêî ëèíåéíî ÷åðåç èçáûòî÷íûé ñïðîñ
(ñì. (2.64)), íî è ëþáîé ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé èçáûòî÷íîãî
ñïðîñà.

Íàïðèìåð, ðåàêöèþ ýêîíîìèêè íà äèñáàëàíñ ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ
ìîæíî ôîðìàëèçîâàòü íåëèíåéíûì óðàâíåíèåì

Y S
t+1 = Y S

t exp
[
α

(
Y D

t − Y S
t

)]
(2.66)

(êàê îáû÷íî exp(z) = ez). Â ýòîì ñëó÷àå ñíîâà äîõîä ðàñòåò, åñëè èçáû-
òî÷íûé ñïðîñ áîëüøå íóëÿ è óìåíüøàåòñÿ, åñëè îí ìåíüøå íóëÿ.
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Íî ïåðåõîä ê íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþ ïðèâîäèò ê ëþáîïûòíîìó ïîâå-
äåíèþ òðàåêòîðèé ìîäåëè (áèôóðêàöèÿì è õàîñó) äàæå ïðè ïðåæíèõ
ëèíåéíûõ ôóíêöèÿõ ïîòðåáëåíèÿ è èíâåñòèöèé.

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (2.66). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñîâîêóïíûé
ñïðîñ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Y D
t = Y ∗ + c

[
Y S

t − Y ∗]
è åãî ïîäñòàíîâêà â (2.66) äàåò óðàâíåíèå:

Y S
t+1 = Y S

t exp
[
α (1 − c)

(
Y ∗ − Y S

t

)]
.

Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ:

a = α(1 − c), A = exp(aY ∗),

òî óðàâíåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ ê ñëåäóþùåìó

Y S
t+1 = Y S

t A exp
(
−aY S

t

)
. (2.67)

Óäîáíî ââåñòè íîâóþ ïåðåìåííóþ

xt = aY S
t

äëÿ êîòîðîé ïîëó÷àåòñÿ íåëèíåéíîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå

xt+1 = f(xt) , ãäå f(x) = Ax exp(−x) . (2.68)

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî óðàâíåíèå (2.68) âîçíèêàåò â ìàòåìàòè÷åñêîé áèî-
ëîãèè äëÿ îïèñàíèÿ öèêëè÷åñêèõ êîëåáàíèé ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé è
íîñèò íàçâàíèå óðàâíåíèÿ Ðèêêåðà.

Íèæå, â ï. 2.6.5 ìû ïðîâåäåì ÷àñòè÷íîå èññëåäîâàíèå óðàâíåíèÿ Ðèê-
êåðà, íî ñíà÷àëà îïèøåì åùå îäíî åãî ïðèëîæåíèå.

2.6.4. Óðàâíåíèå Ðèêêåðà â ìîäåëè àäàïòàöèè ðûíî÷-
íîé öåíû

Â ï. 2.3 áûëè ïðîàíàëèçèðîâàíû íåêîòîðûå ëèíåéíûå ìîäåëè àäàïòà-
öèè ðûíî÷íîé öåíû íà ýëåìåíòàðíîì ðûíêå. Âñå îíè ïîëó÷àëèñü ïóòåì
ëèíåéíîé ôîðìàëèçàöèè îáùåïðèíÿòîãî ïîäõîäà Ë. Âàëüðàñà, ñîãëàñíî
êîòîðîìó öåíà ðàñòåò ïðè èçáûòî÷íîì ñïðîñå è ïàäàåò ïðè èçáûòî÷íîì
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ïðåäëîæåíèè. Îïèñàííûé â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ïðèåì íåëèíåéíîãî ìî-
äåëèðîâàíèÿ äèñáàëàíñà ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ ìîæíî ïðèìåíèòü è äëÿ
ôîðìàëèçàöèè çàêîíà Âàëüðàñà ïðèìåíèòåëüíî ê ýëåìåíòàðíîìó ðûíêó.

Ïóñòü QDt, QSt - çàâèñÿùèå îò òåêóùåé öåíû Pt äèíàìè÷åñêèå ôóíê-
öèè ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ. Äèíàìèêó öåíû îïèøåì óðàâíåíèåì, àíàëî-
ãè÷íûì ê (2.66):

Pt+1 = Pt exp [α(QDt − QSt)] , (2.69)

ãäå α > 0 - ïàðàìåòð àäàïòàöèè. Åñëè ôóíêöèè ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ
ëèíåéíû �

QDt = a − bPt = Q∗ − b(Pt − P ∗) ,

QSt = s + dPt = Q∗ + d(Pt − P ∗) ,

ãäå

P ∗ =
a − c

b + d
, Q∗ = a − bP ∗ = c + dP ∗

� ðàâíîâåñíûå çíà÷åíèÿ öåíû è îáúåìà, òî óðàâíåíèå (2.69) ïðèíèìàåò
âèä

Pt+1 = Pt exp [−α(b + d)(Pt − P ∗)] . (2.70)

Ïîëàãàÿ
A = exp [α(b + d)P ∗]

è ââîäÿ ïåðåìåííóþ xt = α(b+d)Pt , ïîëó÷èì óðàâíåíèå Ðèêêåðà (2.68).
Ïîñêîëüêó ïåðåìåííûå x è P îòëè÷àþòñÿ ëèøü ìàñøòàáèðóþùèì ìíî-
æèòåëåì, òî òðàåêòîðèè íåëèíåéíîãî óðàâíåíèå (2.70) íàñëåäóþò âñå
ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ Ðèêêåðà.

2.6.5. Èññëåäîâàíèå óðàâíåíèÿ Ðèêêåðà

Âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ Ðèêêåðà

xt+1 = f(xt) , ãäå f(x) = Axe−x , A > 0 .

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé åñòåñòâåííî âçÿòü â êà÷åñòâå ôàçîâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà ïîëóïðÿìóþ R+ = [0; +∞). Òîãäà f îòîáðàæàåò R+ â R+.
Óðàâíåíèå f(x) = x äàåò äâå òî÷êè ðàâíîâåñèÿ x = 0 è x∗ = ln A, íî
âòîðàÿ òî÷êà ïðèíàäëåæèò R+ è ïîëîæèòåëüíà ëèøü ïðè A > 1. Èç
ìåòîäè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ðàññìîòðèì âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà A > 0,
õîòÿ çíà÷åíèÿ A ∈ (0, 1) íå ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñà äëÿ ìîäåëè öèêëà
(2.67) è ìîäåëè àäàïòàöèè (2.70).
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Äëÿ èññëåäîâàíèÿ íàì ïîíàäîáÿòñÿ ïðîèçâîäíûå

f ′(x) = Ae−x(1 − x) , f ′′(x) = −Ae−x(2 − x) .

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ëåãêî âûâîäèòñÿ, ÷òî f(x) èìååò ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì
â òî÷êå x = 1, à f ′(x) èìååò ãëîáàëüíûé ìèíèìóì íà R+ â òî÷êå x = 2 è
ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì ïðè x = 0, ïðè÷åì

f ′
min = f ′(2) = −Ae2 , f ′

max = f ′(0) = A , (2.71)

lim
x→+∞

f(x) = 0, lim
x→+∞

f ′(x) = 0

(òî åñòü, îñü àáñöèññ ÿâëÿåòñÿ ãîðèçîíòàëüíîé àñèìïòîòîé ãðàôèêîâ
f è f ′).

Ïóñòü A ∈ (0, 1). Òîãäà èç ðàâåíñòâ (2.71) ïîëó÷àåì, ÷òî |f(x)| < 1 íà
R+ è, â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.8, f ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì îòîáðàæåíèåì.
Ïî òåîðåìå 2.2 åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ðàâíîâåñèÿ x = 0 ÿâëÿåòñÿ â ýòîì
ñëó÷àå ãëîáàëüíî óñòîé÷èâîé.

Â ñîìíèòåëüíîì ñëó÷àå A = 1 ìû èìååì

xt+1 = xte
−xt < xt

(òàê êàê e−x ∈ (0, 1) ïðè x > 0). Ïîýòîìó âñå òðàåêòîðèè ñ íà÷àëüíîé
òî÷êîé x0 > 0 óáûâàþò, à, ñëåäîâàòåëüíî, òîæå ñõîäÿòñÿ ê ðàâíîâåñèþ
x = 0.

Ïóñòü òåïåðü A > 1. Òîãäà òî÷êà x = 0 òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü â ñèëó
âòîðîãî ðàâåíñòâà â (2.71) è òåîðåìû 2.3, íî âîçíèêàåò òî÷êà ðàâíîâå-
ñèÿ x∗ = ln A, â êîòîðîé f ′(x∗) = 1 − x∗. Ïî òîé æå òåîðåìå îíà ëî-
êàëüíî óñòîé÷èâà ïðè −1 < 1 − ln A < 1, ò.å. ïðè A ∈ (1, e2) è x∗ ∈
∈ (0, 2), íî ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâîé, åñëè A > e2. Íà ôàçîâûõ äèà-
ãðàììàõ (ðèñ. 2.7) èçîáðàæåíû âîçìîæíûå ñèòóàöèè. Ïåðâûå äâå èç íèõ
íàòàëêèâàþò íà ìûñëü î ïðèòÿæåíèè âñåõ òðàåêòîðèé ñ x0 > 0 ê x∗. Îíà
îêàçûâàåòñÿ âåðíîé. Óñòàíîâèòü ýòîò ôàêò ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Åñëè x0 ∈ (0, x∗), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, ïî-
ñêîëüêó f(x) > x ïðè x < x∗, áóäó÷è îãðàíè÷åííîé x∗ = f(x∗). Ïîýòîìó
xt → x∗ ïðè t → +∞ ïðè òàêèõ x0.
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Ðèñ. 2.7. Ôàçîâàÿ äèàãðàììà óðàâíåíèÿ Ðèêêåðà
ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà A
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2.7. Áèôóðêàöèÿ è õàîñ â äèñêðåòíûõ äèíà-

ìè÷åñêèõ ìîäåëÿõ

Çàêîí ïðèðîäû - õàîñ; ïîðÿäîê - ëèøü ìå÷òà.

Ãåíðè Àäàìc

ßâëåíèå äèíàìè÷åñêîãî õàîñà, ñ êîòîðûì ìû âñòðåòèëèñü â ìîäåëè Ðèê-
êåðà, íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü êàê íåêîå èñêëþ÷åíèå. Àíàëîãè÷íûå ôåíî-
ìåíû â íàñòîÿùåå âðåìÿ îáíàðóæèâàþòñÿ ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ îáëàñòÿõ
çíàíèé, ãäå âîçìîæíî ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. Íå ñëó÷àéíî ñî-
çäàí äàæå ìåæäóíàðîäíûé æóðíàë �Chaos�, íå ãîâîðÿ óæå î ìíîãî÷èñ-
ëåííûõ êíèãàõ è ñòàòüÿõ.

Öåëü äàííîãî ïàðàãðàôà - ïîçíàêîìèòüñÿ ñ íà÷àëàìè òåîðèè õàîñà â
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ è, â ÷àñòíîñòè, ñ òåîðèåé áèôóðêàöèé. Èëëþ-
ñòðèðîâàòü ââîäèìûå ïîíÿòèÿ ìû áóäåì íà ïðèìåðå äèñêðåòíîãî ëîãè-
ñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âèäà

xt+1 = λxt(1 − xt) , (2.72)

ãäå λ > 0 - ïàðàìåòð. (Î ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèëîæåíèÿõ ýòîé ìîäåëè ñì.
ï. 1.3.) Õîòÿ óðàâíåíèå (2.72) çàäàåòñÿ ïðîñòîé êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé

f(x) = λx(1 − x) ,

îòîáðàæàþùåé îòðåçîê [0, 1] â ñåáÿ, ïðè λ ≤ 4, ìîäåëü (2.72) äåìîíñòðè-
ðóåò áîãàòñòâî äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ, âêëþ÷àÿ ïåðåõîäû îò ïîðÿäêà
ê õàîñó â îïðåäåëåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Öèêëû è èòåðàöèè ïîâåäåíèÿ

Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó

xt+1 = f(xt) , (2.73)

êîòîðàÿ çàäàíà îòîáðàæåíèåì íåêîòîðîãî ïðîìåæóòêà S ⊂ R â ñåáÿ.

Òðàåêòîðèÿ {xt} ñèñòåìû (2.73) íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèî�
äîì p, åñëè xt+p = xt äëÿ t = 0, 1, 2, .... Êðàòêî òàêóþ òðàåêòîðèþ áóäåì
íàçûâàòü p�ïåðèîäè÷åñêîé. Çàìåòèì, ÷òî, êàê ïðàâèëî, ïîä p èìååòñÿ
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ââèäó íàèìåíüøèé ïåðèîä. ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé p�ïåðåîäè÷åñ�
êîé òðàåêòîðèè ñîñòîèò èç p ÷èñåë; ëþáûå âçÿòûå ïîäðÿä p ÷ëåíîâ òàêîé
òðàåêòîðèè íàçûâàþò p-öèêëîì èëè ïðîñòî öèêëîì. Öèêëû ïåðèîäà 1
ñîâïàäàþò ñ òî÷êàìè ðàâíîâåñèÿ.

Åñëè ïðîàíàëèçèðîâàòü ðàññìîòðåííûå âûøå ïðèìåðû, òî ìîæíî çà-
ìåòèòü ñëåäóþùåå îáñòîÿòåëüñòâî: åñëè â óðàâíåíèè (2.73) ôóíêöèÿ f(x)
ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, òî îíî ìîæåò èìåòü òîëüêî òî÷êè ðàâíîâåñèÿ è
òðàåêòîðèè, ñòðåìÿùèåñÿ ê íèì èëè óäàëÿþùèåñÿ îò íèõ ïðè t → +∞;
åñëè æå f(x) ìîíîòîííî óáûâàåò, òî óðàâíåíèå ìîæåò èìåòü åùå öèêëû
ïåðèîäà 2 (êàê, íàïðèìåð, óðàâíåíèå xt+1 = −xt). Â îáùåì ñëó÷àå, êî-
ãäà ôóíêöèÿ f ìîæåò ìåíÿòü ñâîþ ìîíîòîííîñòü , òî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
óðàâíåíèå 2.73 ìîæåò èìåòü òðàåêòîðèè è öèêëû ëþáîãî ïåðèîäà p.

Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ p�öèêëîâ ìîæíî âûðàçèòü, ÷åðåç èòåðàöèè
îòîáðàæåíèÿ f , êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ êàê åå ïîñëåäîâàòåëüíûå ñóïåð-
ïîçèöèè ôóíêöèè f :

f 0(x) = f(x), f 1(x) = f(f(x)), ... ,

fn(x) = f(fn−1(x)) (ñóïåðïîçèöèÿ f n ðàç) .

×åðåç èòåðàöèè òðàåêòîðèÿ, ñòàðòóþùàÿ èç x0 çàïèøåòñÿ â âèäå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè {

x0, f
0(x0), f

1(x0), ...
}

.

Åñëè p�ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ èìååò íà÷àëüíóþ òî÷êó x0, òî äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå p�ïåðèîäè÷íîñòè x0 = f p (x0). Îíî ïîêàçûâàåò, ÷òî
x0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ

x = f p(x) ,

ò.å. íåïîäâèæíîé òî÷êîé p�îé èòåðàöèè f . Òàêèå òî÷êè íàçûâàþò p�
ïåðèîäè÷åñêèìè òî÷êàìè îòîáðàæåíèÿ f (èëè òî÷êàìè ïåðèîäà p).

Ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè xt+p = xt íà÷èíàåò âû-
ïîëíÿòüñÿ òîëüêî ïîñëå íåêîòîðîãî ÷èñëà èòåðàöèé, ñêàæåì äëÿ t ≥ t0;
â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî òðàåêòîðèÿ ÿâëÿåòñÿ â êîíå÷íîì èòîãå ïå-
ðåîäè÷åñêîé.

Íàïðèìåð, åñëè âçÿòü f(x) = x2 è x0 = −1, òî òðàåêòîðèÿ èìååò âèä:

{−1, 1, 1, 1, 1, ...} ,
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ò.å. ÿâëÿåòñÿ â êîíå÷íîì èòîãå 1-ïåðèîäè÷íîé (íà÷èíàÿ ñ t0 = 1) ñ îäíî-
òî÷å÷íûì öèêëîì {1}, ñîâïàäàþùèì ñ òî÷êîé ðàâíîâåñèÿ.

Áèôóðêàöèÿ

Ëîãèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (2.72) èìååò äâå òî÷êè ðàâíîâåñèÿ

x = 0 è x∗ =
λ − 1

λ
.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé äàííîå óðàâíåíèå åñòåñòâåííî ðàññìàò-
ðèâàòü íà ôàçîâîì ìíîæåñòâå x ≥ 0, è òîãäà òî÷êà x∗ áóäåò > 0 ëèøü
ïðè λ > 1. Îäíàêî èç ìåòîäè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ìû âðåìåííî ïðèìåì
S = R.

Ïîñêîëüêó
f ′(x) = f ′(0) = λ, f ′(x∗) = 2 − λ ,

òî x àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà ïðè λ ∈ (0, 1) è íåóñòîé÷èâà ïðè λ > 1,
à x∗ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà ïðè −1 < 2 − λ < 1, ò.å. ïðè λ ∈ (1, 3),
è íåóñòîé÷èâà ïðè λ > 3 è λ ∈ (0, 1). Ôàçîâàÿ äèàãðàììà äëÿ ýòèõ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðà èçîáðàæåíà íà ðèñ.2.8.a�â.

Ðèñ. 2.8.à
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Ðèñ. 2.8.á

Ðèñ. 2.8.â

Ïîðîãîâûå çíà÷åíèÿ λ = 1 è λ = 3 ïðåäñòàâëÿþò îñîáûé èíòåðåñ. ×òîáû
äâèãàòüñÿ äàëüøå, óòî÷íèì ñèòóàöèþ, êîòîðóþ ìû èìååì, è äîïîëíèì
ñïèñîê ïîíÿòèé.

Âî-ïåðâûõ, òî÷êè ðàâíîâåñèÿ óðàâíåíèÿ (2.73), â êîòîðûõ âûïîëíÿ-
åòñÿ íåðàâåíñòâî |f ′(x)| < 1 èëè |f ′(x)| > 1 íàçîâ¼ì ãèïåðáîëè÷åñêèìè.
Òàêèå òî÷êè çàâåäîìî ÿâëÿþòñÿ ïðèòÿãèâàþùèìè èëè îòòàëêèâàþùèìè
(òåîðåìà 2.3).
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Äàëåå, òàê ôóíêöèÿ f(x) çàâèñèò íå òîëüêî îò ôàçîâîé ïåðåìåííîé x,
íî è îò ïàðàìåòðà λ, òî äëÿ íåå áîëåå òî÷íîé áóäåò çàïèñü f(x, λ) èëè
� íåñêîëüêî áîëåå ñïåöèàëüíàÿ � fλ(x). Îíà óêàçûâàåò, ÷òî ïðè êàæäîì
ôèêñèðîâàííîì λ > 0 ðàññìàòðèâàåòñÿ îòîáðàæåíèå fλ : S→ S, òàê ÷òî
ìû èìååì äåëî ñ ñåìåéñòâîì ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííîé λ.

×àùå âñåãî ïðè ìàëîì èçìåíåíèè ïàðàìåòðà λ ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû xt+1 = fλ(xt) ìåíÿåòñÿ ìàëî: ëèøü íåìíîãî èçìå-
íÿþòñÿ òî÷êè ðàâíîâåñèÿ, öèêëû è ò.ä. Îäíàêî ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðà ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ � ñêà÷êîîáðàçíîå èçìåíåíèå êà÷å-
ñòâåííîãî ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé. Íàïðèìåð, ìåíÿåòñÿ ÷èñëî òî÷åê ðàâ-
íîâåñèÿ èëè ïðèòÿãèâàþùèå òî÷êè ñòàíîâÿòñÿ îòòàëêèâàþùèìè è ò.ä.
Òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà íàçûâàþò áèôóðêàöèîííûìè.

Â íàøåé ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè òî÷êè ðàâíîâåñèÿ x, x∗ òåðÿþò ãèïåð-
áîëè÷íîñòü è óñòîé÷èâîñòü ïðè λ = 1 è λ = 3. Ïîòåðÿ ãèïåðáîëè÷íîñòè,
êàê ïðàâèëî, ñîïðîâîæäàåòñÿ áèôóðêàöèåé. Êðîìå òîãî, ïðè λ = 1, êî-
ãäà òåðÿåò ãèïåðáîëè÷íîñòü òî÷êà x = 0, äðóãàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x∗

èñ÷åçàåò, ñëèâàÿñü ñ ïîëóóñòîé÷èâîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé x (ðèñ.2.8.á).
Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå λ = 1 ÿâëÿåòñÿ áèôóðêàöèîííûì.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè λ ≥ 1 âñå òðàåêòîðèè ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé x0 > 1
óõîäÿò â áåñêîíå÷íîñòü (ðèñ.2.8.â); ïîýòîìó, íà÷èíàÿ c ýòîãî ìîìåíòà, ìû
áóäåì àíàëèçèðîâàòü óðàâíåíèå (2.72) ïðè x ∈ [0, 1].

Áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà

Ñëåäóþùàÿ áèôóðêàöèÿ ïðîèñõîäèò ïðè λ = 3 êîãäà íåïîäâèæíàÿ òî÷êà
x∗ òåðÿåò ãèïåðáîëè÷íîñòü è èç ïðèòÿãèâàþùåé ïðè λ ∈ (1, 3) ïðåâðà-
ùàåòñÿ â îòòàëêèâàþùóþ ïðè λ > 3. Íî ÷òî ïðîèñõîäèò ïðè ýòèõ λ ñ
òðàåêòîðèÿìè?

Âòîðàÿ èòåðàöèÿ ôóíêöèè fλ èìååò âèä (äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ïîçâî-
ëÿòü ñåáå îïóñêàòü èíäåêñ λ)

f 2(x) = λ2x(1 − x)[1 − λx(1 − x)].
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Ïîêàæåì, ÷òî ïðè λ > 3 îòîáðàæåíèå f 2 èìååò äâå íîâûå íåïîäâèæ-
íûå òî÷êè x1, x2 ∈ (0, 1) è, ñëåäîâàòåëüíî, ó ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
âîçíèêàþò 2-ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè

{x1, x2, x1, x2, ...} è {x2, x1, x2, x1, ...}

è äâóõòî÷å÷íûé öèêë {x1, x2} (cì. ðèñ.2.9).

Äëÿ ýòîãî îòìåòèì ñëåäóþùåå îáùåå ñâîéñòâî îòîáðàæåíèé:

2.10. Íåïîäâèæíûå òî÷êè f(x) îñòàþòñÿ íåïîäâèæíûìè äëÿ f 2(x) è
âñåõ âûñøèõ èòåðàöèé.

Ýòî ñâîéñòâî î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó êàæäàÿ ñòàöèîíàðíàÿ òðàåêòîðèÿ
ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì ïåðèîäîì 1.

Äëÿ ëîãèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ óðàâíåíèå f 2(x) = x ñâîäèòñÿ ê
ñëåäóþùåìó:

λ2(1 − x)(1 − λx + λx2) − 1 = 0 .

Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2.10, îíî èìååò êîðåíü x = x∗; ïîýòîìó åãî ëåâàÿ
÷àñòü äîëæíà äîïóñêàòü âûäåëåíèå ìíîæèòåëÿ

(x − x∗) =

(
x − λ − 1

λ

)
=

λx − λ + 1

λ
,

ò.å. ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ (x − x∗)Q(x), ãäå
Q(x) � êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ. Èç ýòèõ ñîîáðàæåíèé ìåòîäîì íåîïðå-
äåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ íåòðóäíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå

Q(x) = λ2x2 − λ(λ + 1)x + λ + 1 = 0 .

Îíî è äà¼ò èñêîìûå òî÷êè, êîòîðûå ïðåîáðàçóþòñÿ ê âèäó

x1,2 =
λ + 1

2λ
±

√
λ + 1

√
λ − 3

2λ
.

ßñíî, ÷òî x1, x2 ∈ (0, x∗) ïðèλ > 3.

Óñòàíîâèì òåïåðü, ÷òî ôóíêöèÿ f îòîáðàæàåò íîâûå íåïîäâèæíûå
òîêè äëÿ f 2 äðóã â äðóãà, ò.å.

f(x1) = x2 è f(x2) = x1.

Äåéñòâèòåëüíî, èç ðàâåíñòâà f 2(x1) = x1 ñëåäóåò, ÷òî

f 2(f(x1)) = f(f 2(x1)) = f(x1)
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è, çíà÷èò, f(x1) òîæå ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé äëÿ f 2. Íî òàêîé
òî÷êîé ìîæåò áûòü ëèøü x2 (ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî f(x1) ðàâíÿåòñÿ 0 èëè
x∗ ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó f 2(x1) = x1 ). Òåì ñàìûì ñóùåñòâîâàíèå öèê-
ëà ïåðèîäà 2 óñòàíîâëåíî. �

Ðèñ.2.9: à) Óñòîé÷èâûé öèêë ïåðèîäà 2 ïðè λ = 3, 2; á) ñõîäèìîñòü
òðàåêòîðèé ê óñòîé÷èâîìó öèêëó ïðè λ = 3, 5. Â òîì è äðóãîì ñëó÷àå
f ′(x∗) < 0, íî íàêëîí êðèâîé âî âòîðîì ñëó÷àå êðó÷å.

Ïîêàæåì, ÷òî öèêë {x1, x2} ïðèòÿãèâàåò ê ñåáå òðàåêòîðèè è ïîòîìó
ìîæåò áûòü íàçâàí óñòîé÷èâûì.

112



Ïîÿñíèì ñìûñë ýòîãî ñâîéñòâà.

Êàæäàÿ èç òî÷åê öèêëà ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé äëÿ îòîáðàæå-
íèÿ f 2 è, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êîé ðàâíîâåñèÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ

xt+2 = f(f(xt)) , (2.74)

ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü ñîâïàäàåò ñ f(xt+1). Ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü îá óñòîé-
÷èâîñòè òî÷åê x1, x2 â óðàâíåíèè (2.74). C äðóãîé ñòîðîíû, åñëè âçÿòü
ëþáóþ òðàåêòîðèþ óðàâíåíèÿ (2.73) è âûáðàòü èç íå¼ ëþáóþ ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñåäíèå ýëåìåíòû êîòîðîé îòñòîÿò äðóã îò äðóãà íà
2 ïåðèîäà, òî ïîëó÷èì íåêîòîðóþ òðàåêòîðèþ óðàâíåíèÿ (2.74). Öèêë
{x1, x2} ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿãèâàþùèì èëè óñòîé÷èâûì, åñëè êàæäàÿ èç åãî
òî÷åê àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà äëÿ óðàâíåíèÿ (2.74) è, ñëåäîâàòåëüíî,
ïðèòÿãèâàåò ê ñåáå íåêîòîðóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëþáîé òðàåêòî-
ðèè áëèçêèõ ê íåé òî÷åê. Êðàòêî ãîâîðÿò: öèêë ïðèòÿãèâàåò òðàåêòîðèè
áëèçêèõ ê íåìó òî÷åê.

Èòàê, ïðè λ = 3 èìååò ìåñòî áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà: ïðèòÿ-
ãèâàþùàÿ òî÷êà ðàâíîâåñèÿ x∗ (öèêë ïåðèîäà 1) ïðåâðàùàåòñÿ â îòòàë-
êèâàþùóþ, à ðÿäîì ñ íåé âîçíèêàåò óñòîé÷èâûé öèêë âäâîå áîëüøåãî
ïåðèîäà. Ýòà êàðòèíà ñîõðàíÿåòñÿ äî íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ λ, ïðè êîòî-
ðîì öèêë ïåðèîäà 2 òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü. Ýòî çíà÷åíèå λ ñîîòâåòñòâóåò
îáðàùåíèþ ïðîèçâîäíûõ

(f 2)′(xi) =
d

dx
[f 2(xi)], i = 1, 2

â ìèíóñ åäèíèöó è ïðèáëèæåííî ðàâíî λ2 = 3, 45. Ïðè ïðîõîæäåíèè
ïàðàìåòðîì λ ýòîãî çíà÷åíèÿ ãðàôèê èòåðàöèè f 4

λ âáëèçè êàæäîé èç
òî÷åê x1, x2 ñòàíîâèòñÿ �äâóãîðáûì� è íàïîìèíàåò ðèñ. 2.10.

Ïðè λ > λ2 ðÿäîì ñ êàæäîé èç òî÷åê x1, x2 ïîÿâëÿþòñÿ åùå äâå
íåïîäâèæíûå òî÷êè èòåðàöèè f 4, ò.å. âîçíèêàåò öèêë ïåðèîäà 4, ïðè÷åì
óñòîé÷èâûé. Òàêèì îáðàçîì, ïðè λ = λ2 èìååò ìåñòî åùå îäíà áèôóðêà-
öèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà.

Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè λ ïîÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {λn} çíà÷åíèé ïàðàìåòðà λ òàêàÿ, ÷òî ïðè λ = λn ïðîèñõîäèò
ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè öèêëà ïåðèîäà 2n è âîçíèêàåò óñòîé÷èâûé öèêë ïå-
ðèîäà 2n+1.
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Ðèñ. 2.10. Òî÷êè x1, x2 îáðàçóþò öèêë ïåðèîäà 2. Ïðè λ = 3 ïðîèçâîä-
íàÿ f ′

λ â òî÷êå x∗ ïðîõîäèò ÷åðåç 1.

Â 1978 ã. Ì.Ôåéãåíáàóì íàøåë ñëåäóþùóþ çàêîíîìåðíîñòü â îáðàçî-
âàíèè áèôóðêàöèîííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà:

λn − λn−1

λn+1 − λn
≈ 4, 669201609... .

Îòñþäà íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λn} ñõîäèòñÿ ê ïðå-
äåëó ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñî ñ çíàìåíàòåëåì 1/δ, ãäå
δ = 4, 6692 � ÷èñëî, ïîëó÷èâøåå íàçâàíèå êîíñòàíòû Ôåéãåíáàóìà.

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ýòà êîíñòàíòà óíèâåðñàëüíà â ñëåäóþùåì ñìûñ-
ëå: îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà
âîçíèêàåò âî ìíîãèõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèÿõ ïåðâîãî ïîðÿäêà, â êîòî-
ðûõ îòîáðàæåíèå f(x) èìååò åäèíñòâåííûé ìàêñèìóì, ò.å. åãî ãðàôèê
�îäíîãîðáûé�, êàê ó ëîãèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ. Ýòîò êàñêàä áèôóðêà-
öèé ïðèâîäèò ñèñòåìó îò óñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ê õàîñó (ñì.íèæå),
ïðè÷åì âåëè÷èíà

lim
n→∞

λn − λn−1

λn+1 − λn
= δ (2.75)

îäèíàêîâà äëÿ âñåõ òàêèõ óðàâíåíèé (è ðàâíà δ).

Íàãëÿäíî ïðîíàáëþäàòü êàñêàä áèôóðêàöèé â ëîãèñòè÷åñêîì óðàâíå-
íèè (è åìó ïîäîáíûõ) ìîæíî ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ÷èñëåííîãî ýêñïå-
ðèìåíòà. Âûáåðåì êàêîå-íèáóäü íà÷àëüíîå çíà÷åíèå, íàïðèìåð x0 = 0, 1
è ñäåëàåì 100 èòåðàöèé îòîáðàæåíèÿ fλ. Çàòåì îòëîæèì çíà÷åíèÿ fn

λ (x0),
ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ñëåäóþùèõ 300 èòåðàöèé, ïî âåðòèêàëüíîé îñè,
à ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèÿ λ � ïî ãîðèçîíòàëüíîé. Ïî îñè λ ïðîéäåì
îòðåçîê îò 2,8 äî 4 ñ øàãîì 0,001. Ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî (ñì. ðèñ. 2.11)
íîñèò íàçâàíèå áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû. Íà íåé õîðîøî âèäíû òè-
ïè÷íûå áèôóðêàöèè òèïà �âèë� â òî÷êàõ óäâîåíèÿ ïåðèîäà.
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Ðèñ. 2.11

Õàîñ

Ïîëüçóÿñü êîíñòàíòîé Ôåéãåëüáàóìà ìîæíî âû÷èñëèòü ïðåäåë ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè {λn}. Äëÿ ëîãèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ îêàçûâàåòñÿ, ÷òî

λ∞ = lim
n→∞

λn ≈ 3, 569.

Ïðè λ = λ∞ ÷èñëî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê ñòàíîâèòñÿ áåñêîíå÷íûì � âîç-
íèêàåò òàê íàçûâàåìûé àòòðàêòîð Ôåéãåíáàóìà, ïðèòÿãèâàþùèé ê ñåáå
�ïî÷òè âñå� òðàåêòîðèè èç ôàçîâîãî îòðåçêà [0, 1]. Ïðè äàëüíåéøåì óâå-
ëè÷åíèè ïàðàìåòðà λ îò çíà÷åíèÿ λ∞ äî 4 ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ëîãèñòè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îêàçûâàåòñÿ ñòîëü ñëîæíûì, ÷òî ïîëó÷èëî íàçâàíèå
õàîòè÷åñêîãî.

Âî-ïåðâûõ, îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà íà
íåêîòîðûõ ó÷àñòêàõ ïîëóèíòåðâàëà (λ∞, 4] ÷ðåçâû÷àéíî ðàçðÿæåíà. Íà-
ïðèìåð, ýòà êàðòèíà íàáëþäàåòñÿ íà ó÷àñòêå îêîëî çíà÷åíèÿ λ ≈ 3, 83,
è ñóùåñòâóåò ïðèòÿãèâàþùèé öèêë ïåðèîäà 3. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íàëè÷èå
öèêëà 3 àâòîìàòè÷åñêè âëå÷åò íàëè÷èå öèêëîâ âñåõ ïåðèîäîâ
p = 1, 2, 3, ... . Ýòîò óäèâèòåëüíûé îáùèé ôàêò óñòàíîâëåí â 1964 ãîäó
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óêðàèíñêèì ìàòåìàòèêîì À.Í. Øàðêîâñêèì è âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé
çíàìåíèòîé òåîðåìû.

Òåîðåìà Øàðêîâñêîãî. Ïóñòü S � îòðåçîê ÷èñëîâîé ïðÿìîé è f :
S → S � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Åñëè f èìååò òî÷êó ïåðèîäà p,
òî f, èìååò òàêæå òî÷êè ïåðèîäà q äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî q > p èç
ñëåäóþùåãî ñïèñêà (íàçûâàåìîãî óïîðÿäî÷åíèåì Øàðêîâñêîãî):

3, 5, 7, 9, ...
2 · 3, 2 · 5, 2 · 7, 2 · 9, ...
22 · 3, 22 · 5, 22 · 7, 22 · 9, ...
23 · 3, 23 · 5, 23 · 7, 23 · 9, ...
..., ..., ..., ..., ...
..., 2p , ..., 22 , 21, 1.

Çàìå÷àíèå. a) S ìîæåò áûòü êîíå÷íûì èëè áåñêîíå÷íûì èíòåðâàëîì.
á) Òàê êàê ÷èñëî 3 � ïåðâîå â ñïèñêå Øàðêîâñêîãî, òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ
öèêëà ïåðèîäà 3 âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå öèêëîâ ïåðèîäà q = 1, 2, 3, ... .
â) Èç ñïèñêà Øàðêîâñêîãî ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïå-
ðèîäîâ äëÿ öèêëîâ îòîáðàæåíèÿ f êîíå÷íî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà
ïåðèîäû âûðàæàþòñÿ ÷èñëàìè 2p, ..., 22, 21, 1 äëÿ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ p.
Åñëè æå ñóùåñòâóåò öèêë íå÷åòíîãî ïåðèîäà, òî ÷èñëî ïåðèîäîâ áåñêî-
íå÷íî.

Òàêèì îáðàçîì, â îáëàñòè �õàîñà� èìåþòñÿ �îêíà ïåðèîäè÷íîñòè� �
óçêèå èíòåðâàëû çíà÷åíèé ïàðàìåòðà, â êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ïåðèîäè-
÷åñêèå òðàåêòîðèè. Òåîðåìà Øàðêîâñêîãî íè÷åãî íå ãîâîðèò îá èõ óñòîé-
÷èâîñòè; îäíàêî, îíè ñ íåîáõîäèìîñòüþ äîëæíû áûòü îòòàëêèâàþùèìè,
ïîñêîëüêó íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå íàáëþäàþòñÿ èìåííî ïðèòÿ-
ãèâàþùèå òî÷êè.

Ïåðèîäè÷íîñòü Øàðêîâñêîãî óæå ãîâîðèò î ñëîæíîñòè äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì, çàäàþùèõñÿ �îäíîãîðáûìè� îòîáðàæåíèÿìè, òèïà ëîãèñòè÷åñêî-
ãî 1. Îäíàêî íàèáîëåå âàæíîé, îïðåäåëÿþùåé ÷åðòîé õàîñà ÿâëÿåòñÿ ñó-
ùåñòâåííàÿ çàâèñèìîñòü îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ò.å. îò âûáîðà ñòàðòî-
âîé òî÷êè x0. Ìàëûå èçìåíåíèÿ íà÷àëüíîé òî÷êè ìîãóò ïîðîæäàòü òðà-
åêòîðèè, äàæå îòäàëåííî íå íàïîìèíàþùèå èñõîäíóþ òðàåêòîðèþ òî÷êè
x0 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t. Ýòî èëëþñòðèðóåò ðèñ. 2.12, íà êîòîðîì
èçîáðàæåíû äâå òðàåêòîðèè ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðè λ = 3, 7 >

> λ∞ ñ x0 = 0, 20 è x0 = 0, 21: ïîäîáèå ýòèõ òðàåêòîðèé â íåñêîëüêèõ
1Òàêèå îòîáðàæåíèÿ (ñ îäíîé òî÷êîé ýêñòðåìóìà) íîñÿò íàçâàíèÿ óíèìîäàëüíûõ.

116



ïåðâûõ ïåðèîäàõ áûñòðî íàðóøàåòñÿ, ïðè÷åì îáå îíè âåäóò ñåáÿ õàîòè÷-
íî, ïîñêîëüêó ñòàðòîâûå òî÷êè íå ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè.

Ýòî ÿâëåíèå îáðàçíî íàçûâàþò ýôôåêòîì áàáî÷êè (ëåãêèé âçìàõ êðû-
ëüåâ áàáî÷êè â Ïåêèíå ñåãîäíÿ âûçûâàåò èçìåíåíèå â ïîãîäå â Íüþ-
Éîðêå íàçàâòðà). Ïîñëåäîâàòåëüíîå äåéñòâèå îòîáðàæåíèÿ fλ íà ñòàðòî-
âóþ òî÷êó ïîäîáíî ñâîåîáðàçíîìó �ïåðåìåøèâàíèþ� ñ íåïðåäñêàçóåìûìè
ïîñëåäñòâèÿìè. Òàêèå õàîòè÷åñêèå ïåðåìåøèâàíèÿ ìîæíî íàáëþäàòü è â
ðåàëüíîé æèçíè: ñòðóéêà ñèãàðåòíîãî äûìà ïîñòåïåííî äðîáèòñÿ íà âèõ-
ðè è ðàññåèâàåòñÿ â âèäå îáëàêîâ ïðè÷óäëèâîé ôîðìû; íà ðûíêå àêöèé
ïðîèñõîäèò íàìíîãî áîëüøå �âûáðîñîâ� öåí, ÷åì ïðåäñêàçûâàþò ïðîñòûå
ëèíåéíûå è ñòàòèñòè÷åñêèå ìîäåëè è ò.ä..

Ðèñ. 2.12

Ìû âèäèì, ÷òî óæå îäíîìåðíûå íåëèíåéíûå äèñêðåòíûå ìîäåëè ìî-
ãóò îáëàäàòü âåñüìà ñëîæíûì ïîâåäåíèåì ðåøåíèé. Â íåïðåðûâíûõ (äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ) ìîäåëÿõ ïåðåõîäû îò ïîðÿäêà ê õàîñó òîæå ñëó÷àþòñÿ;
îäíàêî îíè âîçìîæíû, íà÷èíàÿ òîëüêî ñ òðåõìåðíûõ ñèñòåì.

Æèâîå îáñóæäåíèå çíà÷åíèÿ ñëîæíîñòè è õàîñà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
ïðèìåíèòåëüíî ê ýêîíîìèêå ñîäåðæèòñÿ â êíèãå [6]. Ìû íàñòîÿòåëüíî
ðåêîìåíäóåì ÷èòàòåëþ îáðàòèòüñÿ ê íåé.
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Ïåðåîäè÷åñêàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ f � òî÷êà x, òàêàÿ, ÷òî

f p(x) = x äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî p > 0

(f p − p � àÿ èòåðàöèÿ f)

p � ïåðåîäè÷åñêàÿ òî÷êà f � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ f p,

ò.å. òî÷êà ðàâíîâåñèÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ xt+1 = f p(xt)

Óñòîé÷èâîñòü è àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü

p � ïåðåîäè÷åñêîé òî÷êè x îçíà÷àåò âûïîëíåíèå ýòèõ ñâîéñòâ

äëÿ x â ýòîì ðàçíîñòíîì óðàâíåíèè

Öèêë (îðáèòà) ïåðèîäà p � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x, f(x), f 2(x), ...,

f p−1(x)} ñòàðòóþùàÿ èç p � ïåðåîäè÷åñêîé òî÷êè x

Áèôóðêàöèÿ è áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà

Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà

Îêíà ïåðèîäè÷íîñòè

Ïåðèîäè÷íîñòü Øàðêîâñêîãî (òåîðåìà Øàðêîâñêîãî)

Õàîñ

Çàäà÷è

2.43. Äëÿ äàííûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé íàéòè òî÷êè ðàâíîâåñèÿ, èñ-
ñëåäîâàòü èõ íà óñòîé÷èâîñòü ñ ïîìîùüþ ôàçîâûõ äèàãðàìì:

a) xt+1 = 2xt − 10x2
t ; á) xt+1 =

1

2
x2

t − xt.

2.44. Èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü òî÷êè ðàâíîâåñèÿ ëîãèñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ

xt+1 = axt − bx2
t , a, b > 0.

Êàê âëèÿåò íà óñòîé÷èâîñòü ïàðàìåòð b?
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2.45. Èñïîëüçóÿ ôàçîâóþ äèàãðàììó äëÿ îòîáðàæåíèÿ f p
4 (fλ− îòîá-

ðàæåíèÿ èç ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (2.72) íà [0, 1] ïðè p = 1, 2, 3, . . .),
óáåäèòüñÿ, ÷òî f4 èìååò 2p ïåðåîäè÷åñêèõ òî÷åê (ïåðèîäà p).

2.46. Íàéòè òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

xt+1 = 4xt(1 − xt).

2.47. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ fλ èç óðàâíåíèÿ (2.72) îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì :

lim
p→∞

f p
2 (x) =

1

2
, åñëè x ∈ (0; 1).

2.48. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè â óðàâíåíèè (2.72) λ ∈ (1, 2] è x ∈ (x∗, 1
2), òî

lim
p→∞

f p
λ(x) = x∗.

2.49. Äîêàçàòü, ÷òî 2-öèêë óðàâíåíèÿ (2.72) (íàéäåííûé â ïóíêòå 2.7)
ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿãèâàþùèì ïðè λ ∈ (3, 1 +

√
6].

2.50. a) Ïîêàçàòü, ÷òî êâàäðàòè÷íîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå xt+1 =
= x2

t + c ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â ëîãèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (2.72);

á) Íàéòè òî÷êè ðàâíîâåñèÿ x∗
1, x

∗
2 êâàäðàòè÷íîãî óðàâíåíèÿ;

â) Íàéòè çíà÷åíèå ïàðàìåòðà c, ïðè êîòîðûõ òî÷êà x∗
1 ÿâëÿåòñÿ óñòîé-

÷èâîé, ïîëóóñòîé÷èâîé è íåóñòîé÷èâîé;

ã) Òî æå, ÷òî â çàäà÷å â), äëÿ òî÷êè x∗
2;

ä) Ïðè êàêîì çíà÷åíèè c0 âîçíèêàåò áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà
ïðè c > c0?

2.51. Ïîñòðîèòü áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó äëÿ êâàäðàòè÷íîãî îòîá-
ðàæåíèÿ Qλ(x) = 1 − λx2 íà îòðåçêå [−1, 1] ïðè λ ∈ (0, 2].

2.52. Èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü íåïîäâèæíûå òî÷êè ðàçíîñòíûõ
óðàâíåíèé:

a) xt+1 = xt + 1
π sin(2πxt);

á) xt+1 = 0, 5 sin(πxt);

â) xt+1 = 2xt exp(−xt).
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2.53. Äèíàìèêà ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé ïòèö îïèñûâàåòñÿ ðàçíîñòíûì
óðàâíåíèåì

xt+1 =

{
3, 2xt åñëè 0 ≤ xt ≤ 1

0, 5xt åñëè xt > 1.

Íàéòè òî÷êè ðàâíîâåñèÿ è èññëåäîâàòü èõ íà óñòîé÷èâîñòü.

2.54. Ðàññìîòðåòü íåëèíåéíóþ ïàóòèíîîáðàçíóþ ìîäåëü ðûíêà, â êî-
òîðîé ôóíêöèÿ ñïðîñà

QDt = 2 − Pt,

ôóíêöèÿ ïðåäëîæåíèÿ

QSt = P
1
2
t−1

è â êàæäîì ïåðèîäå öåíà óñòàíàâëèâàåòñÿ òàê, ÷òîáû óðàâíîâåñèòü ñïðîñ
ñ ïðåäëîæåíèåì. Èññëåäîâàòü êà÷åñòâåííî ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ìîäåëè.

2.55. Äèíàìèêà ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè, ïîäâåðæåííîé ïðîìûñëó, îïè-
ñûâàåòñÿ ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì

xt+1 = 3xt − 3x2
t − vt, t = 0, 1, 2, ...,

ãäå vt - èíòåíñèâíîñòü äîáû÷è.

à) Èññëåäîâàòü ìîäåëü íà óñòîé÷èâîñòü ïðè ïîñòîÿííûõ vt ≡ 7
48 è

vt ≡ 1
3 . Êàê ñêàçûâàåòñÿ èçìåíåíèå èíòåíñèâíîñòè ïðîìûñëà íà òî÷êàõ

ðàâíîâåñèÿ è èõ óñòîé÷èâîñòè?

á) Ðàññìîòðåòü ñòðàòåãèþ ïðîìûñëà ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ, êîòîðàÿ îïè-
ñûâàåòñÿ ðàâåíñòâîì

vt = cxt

ãäå c > 0 � ïàðàìåòð, ðåãóëèðóþùèé èíòåíñèâíîñòü äîáû÷è. Êàê ñêàçû-
âàåòñÿ èçìåíåíèå ýòîãî ïàðàìåòðà íà êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâàõ ðåøåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùåãî ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ?

2.56.Ìàëüòóçèàíñêàÿ ìîäåëü ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà. Ò. Ìàëüòóñ ïðåä-
ïîëàãàë, ÷òî òåìï ðîñòà íàñåëåíèÿ íàõîäèòñÿ â îáðàòíîé çàâèñèìîñòè îò
èíäèâèäóàëüíîãî äîõîäà. Ýòó ãèïîòåçó ìîæíî îïèñàòü ðàçíîñòíûì óðàâ-
íåíèåì

Nt+1 − Nt

Nt
= r − b

wt
, t = 0, 1, 2, ...,
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ãäå Nt� ÷èñëåííîñòü. íàñåëåíèÿ â ïåðèîä t, wt � äîõîä ýòîãî ïåðèîäà,
r, b > 0� ïàðàìåòðû. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì óðàâíåíèåì óëó÷øåíèå óñëî-
âèé æèçíè çàìåäëÿåò òåìï ðîñòà íàñåëåíèÿ, âåðõíÿÿ ãðàíèöà êîòîðîãî
îãðàíè÷åíè ìàëüòóçèàíñêèì òåìïîì åñòåñòâåííîãî ðîñòà r.

Èíäèâèäóàëüíûé äîõîä ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ñîâîêóïíîìó äîõîäó ýêî-
íîìèêè: wt = Yt/Nt, à ñîâîêóïíûé äîõîä îïèñûâàåòñÿ ñòåïåííîé ïðîèç-
âîäñòâåííîé ôóíêöèåé

Yt = Nα
t , 0 < α < 1

(ìàñøòàáèðóþùèé ìíîæèòåëü ñïðàâà äëÿ ïðîñòîòû áåðåì ðàâíûì åäè-
íèöå).

à) Èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííûå ñîîòíîøåíèÿ, ïðåîáðàçîâàòü ðàçíîñòíîå
óðàâíåíèå ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ ðîñòà

Nt+1 = Nt(1 + r − bN 1−α
t ).

á) Ïîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f(N), ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó óðàâíå-
íèþ, èìååò �îäíîãîðáûé� ãðàôèê ñ åäèíñòâåííûì ìàêñèìóìîì â òî÷êå

N =

[
1 + r

b(2 − α)

] 1
1−α

.

Ïîýòîìó ìîæíî îæèäàòü, ÷òî â ýòîé ìîäåëè ìîãóò íàáëþäàòüñÿ âñå òèïû
ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ â ëîãèñòè÷åñêîì óðàâíåíèè
è çàâèñÿò îò âûáîðà ïàðàìåòðîâ.

â) Ïîñòðîèòü ôàçîâóþ äèàãðàììó óðàâíåíèÿ ðîñòà (îáðàòèòü âíèìà-
íèå, ÷òî òî÷êà ðàâíîâåñèÿ âîçíèêàåò ïðàâåå âåðøèíû "ãîðáà") è íàéòè
íåïîäâèæíóþ òî÷êó N ∗ = r/b.

ã) Ïîêàçàòü, ÷òî êðèòåðèé ëîêàëüíîé óñòîé÷èâîñòè òî÷êè N∗ âûïîë-
íÿåòñÿ, åñëè

r(1 − α) < 2.

ä) Îöåíèòü çíà÷åíèå r, óäîâëåòâîðÿþùåå ýòîìó óñëîâèþ óñòîé÷èâîñòè
ïðè âûñîêèõ çíà÷åíèÿõ ýëàñòè÷íîñòè âûïóñêà α (ïîðÿäêà 0,99) è íèçêèõ
(ïîðÿäêà 0,01). Êàêîé èç ýòèõ âàðèàíòîâ îöåíîê r ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàè-
áîëåå ðåàëèñòè÷íûì?

å) Ïðîâåäèòå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû íà êîìïüþòåðå, ïîçâîëÿþùèå
�íàùóïàòü� âîçìîæíûå áèôóðêàöèè â äàííîé ìîäåëè, íàëè÷èå öèêëîâ è
õàîòè÷åñêîãî ðîñòà.
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Ãëàâà 3

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

ïåðâîãî ïîðÿäêà

3.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ýëåìåíòû êà÷åñòâåí-

íîãî àíàëèçà

3.1.1. Ïîíÿòèå ðåøåíèÿ

Äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå
âèäà

F (t, y, y′) = 0 , (3.1)

ãäå t � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, y = y(t) � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, y′ =
= y′(t) = dy/dt � å¼ ïðîèçâîäíàÿ, F � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ òð¼õ ïåðåìåí-
íûõ t, y, y′.

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (3.1) íàçûâàåòñÿ îáûêíîâåííûì, ïîñ-
êîëüêó íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò ëèøü îò îäíîé íåçàâèñèìîé ïå-
ðåìåííîé t; ìû èíòåðïðåòèðóåì å¼ êàê íåïðåðûâíî ìåíÿþùååñÿ âðåìÿ.
Ýòî óðàâíåíèå èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê, òàê êàê ñîäåðæèò òîëüêî ïåðâóþ
ïðîèçâîäíóþ èñêîìîé ôóíêöèè. Çàìåòèì, ÷òî ýòà ïðîèçâîäíàÿ îáÿçàíà
äåéñòâèòåëüíî âõîäèòü â óðàâíåíèå (3.1), èáî èíà÷å îíî íå áûëî áû äèô-
ôåðåíöèàëüíûì.

Íàïðèìåð, óðàâíåíèÿ

y + t2 − 1 = 0 , y(t + 3) − y(t + 1) = 0 , y

(
t

t2 + 1

)
− t2 = 0

íå ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè: ïåðâîå èç íèõ àëãåáðàè÷åñêîå (èç íåãî
y íàõîäèòñÿ ýëåìåíòàðíî: y(t) = 1 − t2), à äâà äðóãèõ íîñÿò íàçâàíèå
ôóíêöèîíàëüíûõ; òàêèå óðàâíåíèÿ â äàííîé êíèãå íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.
Îòìåòèì, ÷òî õîòÿ âòîðîå óðàâíåíèå ïî çàïèñè íàïîìèíàåò ðàçíîñòíîå,
â äåéñòâèòåëüíîñòè òàêîâûì íå ÿâëÿåòñÿ, åñëè t èçìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî.
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Îïðåäåëåíèå 3.1. Ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3.1) íà-
çûâàåòñÿ ëþáàÿ ôóíêöèÿ y = φ(t), ïîäñòàíîâêà êîòîðîé (âìåñòå ñ ïðî-
èçâîäíîé y ′ = φ ′(t)) â ðàâåíñòâî (3.1) äà¼ò òîæäåñòâî, ò.å.

F (t, φ(t), φ′(t)) = 0 . (3.2)

Ýòî îïðåäåëåíèå ïðåäïîëàãàåò, ÷òî:
(à) ôóíêöèÿ y = φ(t) îïðåäåëåíà íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå I = (a, b)
(ñëó÷àè a = −∞ èëè b = +∞ íå èñêëþ÷àþòñÿ);
(á) φ(t) äèôôåðåíöèðóåìà íà I è, ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåðûâíà;
(â) òîæäåñòâî (3.2) âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ t ∈ I.
Èíòåðâàë I íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëîì îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ φ(t).

Êîðîòêî ãîâîðÿò: ôóíêöèÿ φ(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (3.1) íà I. 2

Ïðèìåð 3.1. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ

y = φ(t) =
sin(t)

t

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

ty ′ + y = cos(t)

íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ I1 = (−∞, 0) è I2 = (0, +∞).

Äåéñòâèòåëüíî, íà ýòèõ èíòåðâàëàõ φ(t) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìà, ïðè÷¼ì

y ′ = φ ′(t) =
t cos(t) − sin(t)

t2
(t ̸= 0).

Ïîäñòàíîâêà y è y ′ â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ äàåò

t
t cos(t) − sin(t)

t2
+

sin(t)

t
= cos(t) (t ̸= 0) ,

÷òî ñîâïàäàåò ñ ïðàâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ. �
Çàìåòèì, ÷òî, ïðè ïîäñòàíîâêå ïðîâåðÿåìîé ôóíêöèè â óðàâíåíèå,

y, y ′ çàìåíÿëèñü íà φ, φ ′ â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ðåøåíèÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ïðàêòè÷åñêè ïðîìåæóòî÷íîå îáîçíà÷åíèå ðå-
øåíèÿ ÷åðåç φ(t) ÷àñòî îïóñêàåòñÿ è îíî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç y(t).

2Îïðåäåëåíèå 3.1 ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ôóíêöèÿ F îïðåäåëåíà ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ
t, y, y ′. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íóæíî äîïîëíèòåëüíî òðåáîâàòü îò ðåøåíèÿ ÄÓ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ
(t, φ(t), φ ′(t)) ∈ D, ãäå D � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ F .
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Ïðèìåð 3.2 (óðàâíåíèå "âçðûâà"). Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

y ′ − y2 = 0 , èëè y ′ = y2 , (3.3)

è ôóíêöèþ

y(t) =
1

C − t
= (C − t)−1 , (3.4)

çàâèñÿùóþ îò ïîñòîÿííîé C.

Ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïðè t ̸= C,
ò.å. íà èíòåðâàëàõ âðåìåíè I1 = (−∞, C) è I2 = (C, +∞). Äëÿ íå¼

y ′(t) =
1

(C − t)2 = y2(t) .

Ñëåäîâàòåëüíî, íà êàæäîì èç óêàçàííûõ èíòåðâàëîâ y(t) óäîâëåòâîðÿåò
äàííîìó óðàâíåíèþ ïðè ëþáîé ïîñòîÿííîé C. Ôîðìóëà (3.4) äàåò ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ (3.3) íà èíòåðâàëå I1 è íà èíòåðâàëå I2, ïðè÷åì ýòî äâà
ðàçíûõ ðåøåíèÿ, òàê êàê èíòåðâàëû I1, I2 ðàçäåëåíû òî÷êîé t = C. Ïî-
ñêîëüêó C ïðîèçâîëüíî, òî â äåéñòâèòåëüíîñòè ìû èìååì áåñ÷èñëåííîå
ìíîæåñòâî ðåøåíèé äàííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Îòìåòèì,
÷òî åù¼ îäíî ïîñòîÿííîå ðåøåíèå y(t) ≡ 0 íåëüçÿ ïîëó÷èòü èç ôîðìóëû
(3.4) íè ïðè êàêîì âûáîðå C.

Ëþáîå èç ðåøåíèé (3.4) ñòàíîâèòñÿ íåîãðàíè÷åííûì ïðè t → C èëè,
îáðàçíî ãîâîðÿ, âåä¼ò ñåáÿ âçðûâîïîäîáíî. (Ñäåëàéòå íàáðîñîê ãðàôèêîâ
ýòèõ ðåøåíèé ïðè ôèêñèðîâàííîì ïàðàìåòðå C.)

3.1.2. Ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è è îáùåå ðåøåíèå

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå èìååò áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé.
Äëÿ âûäåëåíèÿ êîíêðåòíîãî, ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ çàäà¼òñÿ íà÷àëüíîå óñëî-
âèå âèäà

y = y0 ïðè t = t0, ò.å. y(t0) = y0 .

×èñëà t0, y0 íàçûâàþò íà÷àëüíûìè äàííûìè.

Çàäà÷à îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, óäîâëå-
òâîðÿþùåãî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ, íàçûâàåòñÿ íà÷àëüíîé çàäà÷åé èëè çà-
äà÷åé Êîøè.

Íàïðèìåð, íà÷àëüíàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ "âçðûâà"

y ′ = y2, y(0) = y0 (t0 = 0, y0 ̸= 0)
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èìååò ðåøåíèå
y(t) =

y0

1 − y0 t
.

Ïðè y0 > 0 îíî ñóùåñòâóåò òîëüêî äëÿ t < 1/y0 è óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü
çà êîíå÷íîå âðåìÿ (y(t) → +∞ ïðè t → 1/y0).

Åñëè â ýòîì óðàâíåíèè èíòåðïðåòèðîâàòü y êàê ÷èñëåííîñòü ïóëÿöèè,
òî îíî ìîäåëèðóåò å¼ äèíàìèêó ïðè ñëåäóþùåé ãèïîòåçå: ñêîðîñòü ðîñòà
ïðîïîðöèîíàëüíà êîëè÷åñòâó ïàð (èëè ïàðíûõ êîíòàêòîâ). Ïîñêîëüêó
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñòàíîâèòñÿ íåîãðàíè÷åííûì çà êîíå÷íîå âðåìÿ, òî
ïðèíÿòóþ ãèïîòåçó íàäî ïðèçíàòü íåðåàëèñòè÷íîé.

Âîîáùå ãîâîðÿ, ðåøèòü äàííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå - ýòî
çíà÷èò íàéòè âñå åãî ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó õîòåëîñü áû èìåòü ïðîöåäóðó
�ïðîèçâîäñòâà� âñåõ ðåøåíèé èç íåêîåãî îáùåãî ðåøåíèÿ, ïîäîáíî òîìó,
êàê âñå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû Ax = b ïî-
ëó÷àþòñÿ èç îáùåãî. Ìû ïðèìåì â êà÷åñòâå �ðàáî÷åãî� ñëåäóþùåå îïðå-
äåëåíèå.

Ôóíêöèþ y = Φ(t, C), çàâèñÿùóþ îò âðåìåíè è ïðîèçâîëüíîé ïîñòî-
ÿííîé, íàçîâ¼ì îáùèì ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3.1),
åñëè:
(à) ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàíîì C îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (3.1) (ò.å.
ÿâëÿåòñÿ åãî ðåøåíèåì);
(á) âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.1) ìîæíî ïîëó÷èòü èç Φ ïóò¼ì âûáîðà
çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííîé C .
Íàïðèìåð, ëèíåéíîå óðàâíåíèå ðîñòà

y ′ − ay = 0, èëè y ′ = ay (3.5)

èìååò îáùåå ðåøåíèå
y = Φ(t, C) = Ceat ; (3.6)

åãî ÷àñòíîå ðåøåíèå, îòâå÷àþùåå íà÷àëüíûì äàííûì (t0 , y0), äàåòñÿ ôîð-
ìóëîé

y = φ(t) = y0 ea(t−t0) (3.7)

è ïîëó÷àåòñÿ èç îáùåãî ïðè C = y0 e−t0. (Ïîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå (3.5)
íå èìååò ðåøåíèé, îòëè÷íûõ îò (3.6) èëè (3.7)).

Îäíàêî îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (â ñìûñëå �ðà-
áî÷åãî� îïðåäåëåíèÿ) ñóùåñòâóåò íå âñåãäà. Ñêàæåì, â ïðèìåðå 3.2 ôóíê-
öèÿ (3.4) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (à) (íà ëþáîì èç èíòåðâàëîâ I1 èëè I2),
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íî íå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü òðèâèàëüíîå ðåøåíèå y ≡ y∗ = 0. Òî÷íî òàêæå,
äëÿ óðàâíåíèÿ

(y ′)2 − 4y = 0 (3.8)

ôóíêöèÿ
y = Φ(t, C) = (t + C)2

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (à), íî íå óäîâëåòâîðÿåò (á), òàê êàê åù¼ îäíî
ðåøåíèå y ≡ y∗ = 0 ïîëó÷èòü èç íå¼ íåâîçìîæíî íè ïðè êàêîì âûáîðå C.

Ïîäîáíûå ñëó÷àè �îñîáûõ� ðåøåíèé âñòðå÷àþòñÿ â íåëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèÿõ, è ìû áóäåì ñ÷èòàòü èõ èñêëþ÷èòåëüíûìè.

3.1.3. Èíòåãðàëüíûå êðèâûå. Ôàçîâàÿ ïðÿìàÿ

Äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ (êðàòêî, ÄÓ) èñïîëüçóåòñÿ êîîðäèíàòíàÿ ïëîñêîñòü ïåðåìåííûõ
(t, y), ïðè÷åì ïî å¼ ãîðèçîíòàëüíîé îñè àáñöèññ îòêëàäûâàåòñÿ íåçàâè-
ñèìàÿ ïåðåìåííàÿ t. Ãðàôèê ëþáîãî ðåøåíèÿ y = φ(t) íàçûâàåòñÿ èí-
òåãðàëüíîé êðèâîé.

Êàê ïðàâèëî, ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó (t0, y0) ïëîñêîñòè (t, y) ïðîõîäèò
òîëüêî îäíà èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ äàííîãî ÄÓ, ò.å. èíòåãðàëüíûå êðèâûå
íå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è
(3.1), (3.5) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî, åñëè òîëüêî ôóíêöèÿ F â (3.1)
èìååò �õîðîøèå� ñâîéñòâà.

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ äàííîãî ÄÓ îáðàçóåò ñå-
ìåéñòâî êðèâûõ, êîòîðîå çàïîëíÿåò êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü (t, y), çà
èñêëþ÷åíèåì, âîçìîæíî, íåêîòîðûõ îñîáûõ ìíîæåñòâ.

Íàïðèìåð, ñåìåéñòâî èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ óðàâíåíèÿ (3.5) çàäàåò-
ñÿ ôîðìóëîé îáùåãî ðåøåíèÿ (3.6), â êîòîðîì ïîñòîÿííàÿ C ìåíÿåòñÿ
(ñëóæèò ïàðàìåòðîì). Ýêñïîíåíöèàëüíûå òðàåêòîðèè ýòîãî óðàâíåíèÿ
çàïîëíÿþò âñþ ïëîñêîñòü (t, y) (÷àñòü èõ ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 1.2). Ôîð-
ìóëà (3.7) òàêæå çàäà¼ò ñåìåéñòâî èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ëèíåéíîãî óðàâ-
íåíèÿ ðîñòà; â ýòîì ñëó÷àå ñåìåéñòâî ïîëó÷àåòñÿ ïóò¼ì âàðüèðîâàíèÿ
íà÷àëüíîé òî÷êè (t0, y0).

Ñåìåéñòâî èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ óðàâíåíèÿ �âçðûâà� èç ïðèìåðà 3.2
ïîêàçàíî íà ðèñ.3.1 (ñì. ôîðìóëó (3.4)). Ãèïåðáîëû, ëåæàùèå â âåðõ-
íåé ïîëóïëîñêîñòè y > 0, ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèÿì íà èíòåðâàëàõ âèäà
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(−∞, C), à â íèæíåé - íà èíòåðâàëàõ (C, +∞). Ñòðåëêè íà èíòåãðàëü-
íûõ êðèâûõ ïîêàçûâàþò íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ â ïðÿìîì âðåìåíè - ïðè
âîçðàñòàíèè t. Ïîñêîëüêó äëÿ äàííîãî ÄÓ y ′ = y2 > 0 ïðè y ̸= 0, òî
âñå ðåøåíèÿ âîçðàñòàþò, çà èñêëþ÷åíèåì òðèâèàëüíîãî y ≡ 0. Ãåîìåò-
ðè÷åñêè ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è ñîñòîèò â íàõîæäåíèè èíòåãðàëüíîé
êðèâîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó (t0, y0).

Ïîëåçíîé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ÄÓ.

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ìîäåëèðóåò ðàçâèòèå âî âðåìåíè êàêîãî-
ëèáî ïðîöåññà èëè ñèñòåìû. Ñîñòîÿíèå ýòîãî ïðîöåññà â ëþáîé ìîìåíò
âðåìåíè õàðàêòåðèçóåòñÿ åäèíñòâåííûì ïîêàçàòåëåì y (äëÿ ïðîöåññîâ,
êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ÄÓ 1-îãî ïîðÿäêà). Ïîýòîìó y ÷àñòî íàçûâàþò ïå-
ðåìåííîé ñîñòîÿíèÿ èëè ôàçîâîé ïåðåìåííîé (ïîìèìî òîãî, ÷òî òî æå
îáîçíà÷åíèå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè). Ñîñòîÿíèå ïðîöåñ-
ñà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü òî÷êîé íà ôàçîâîé
ïðÿìîé - íà ÷èñëîâîé îñè Oy; å¼ íàçûâàþò åù¼ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì
äàííîãî ÄÓ. Äîïîëíèâ ôàçîâóþ ïðÿìóþ îñüþ âðåìåíè ïîëó÷àþò êîîð-
äèíàòíóþ ïëîñêîñòü (t, y) � ðàñøèðåííîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî.

Çàìå÷àíèå. Â ïðèëîæåíèÿõ èíòåãðàëüíûå êðèâûå ÷àñòî íàçûâàþò
òðàåêòîðèÿìè. Äëÿ ðàçíîîáðàçèÿ (è êðàòêîñòè) ìû ïîçâîëèì ñåáå èñ-
ïîëüçîâàòü ýòîò òåðìèí, õîòÿ îí è íå ÿâëÿåòñÿ îáùåïðèçíàííûì â òåîðèè
ÄÓ.
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3.1.4. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ðàçðåø¼ííûå îò-

íîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé

Èçó÷àòü ÄÓ ïðîùå, åñëè îíî ðàçðåøåíî îòíîñèòåëüíî y ′ ò.å. ìîæåò áûòü
çàïèñàíî â âèäå

y ′ = f(t, y), (3.9)

ãäå f(t, y) - çàäàííàÿ ôóíêöèÿ. ÄÓ (3.9) - ýòî íåïðåðûâíûé àíàëîã ðàç-
íîñòíîãî óðàâíåíèÿ

yt+1 = yt + f(t, y).

Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3.9) � ôóíêöèÿ f(t, y) �óïðàâëÿåò� ñêîðîñòüþ
ìîäåëèðóåìîãî ïðîöåññà. Êàæäîé òî÷êå ïëîñêîñòè (t, y) îíà ñòàâèò â ñî-
îòâåòñòâèå íåêîòîðîå ÷èñëî, ðàâíîå ïðîèçâîäíîé ðåøåíèÿ, ãðàôèê êîòî-
ðîãî ïðîõîäèò ÷åðåç ýòó òî÷êó. Íî ïðîèçâîäíàÿ ñîâïàäàåò ñ òàíãåíñîì
óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê èíòåãðàëüíîé êðèâîé â òî÷êå. Åñëè â êàæ-
äîé òî÷êå ïëîñêîñòè (t, y) (òî÷íåå â äîñòàòî÷íî áîëüøîì ÷èñëå òî÷åê
ýòîé ïëîñêîñòè) èçîáðàçèòü ìàëåíüêóþ ÷àñòü ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
äàííóþ òî÷êó è èìåþùóþ óãëîâîé êîýôôèöèåíò k, ðàâíûé f(t, y), òî
ïîëó÷èì êàðòèíó, èçîáðàæ¼ííóþ íà ðèñ.3.2. Îíà íàçûâàåòñÿ ïîëåì íà-
ïðàâëåíèé äàííîãî ÄÓ; îíî ïîëíîñòüþ çàäàåòñÿ ôóíêöèÿìè f(t, y). Èí-
òåãðàëüíûå êðèâûå äîëæíû êàñàòüñÿ ïîëÿ íàïðàâëåíèé â êàæäîé ñâîåé
òî÷êå. Òàêîâà åù¼ îäíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåïðåòàöèÿ ÄÓ (3.9).

Ðèñ.3.2. Ïîëå íàïðàâëåíèé â îáëàñòè D

Çàìå÷àíèå (î ïåðåõîäå îò óðàâíåíèÿ (3.1) ê (3.9). Åñëè ðàâåíñòâî (3.1)
ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî âûðàçèòü y ′ ÷åðåç t (ò.å. ñîîòíîøåíèå (3.1) îïðåäå-
ëÿåò y ′ êàê îäíîçíà÷íóþ íåÿâíóþ ôóíêöèþ t, y), òî ïîëó÷àþùååñÿ ïðè
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ýòîì óðàâíåíèå (3.9) áóäåò ðàâíîñèëüíî èñõîäíîìó. Íî ïðè íàðóøåíèè
îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ìîãóò âîçíèêíóòü îñîáåííîñòè. Â ïðèìåðå 3.1
ðàçðåøåíèå îòíîñèòåëüíî y ′ âîçìîæíî òîëüêî ïðè t ̸= 0; êàê ñëåäñòâèå,
ïðàâàÿ ÷àñòü ðàçðåø¼ííîãî óðàâíåíèÿ

y ′ = −y

t
+ cos(t)

îêàçûâàåòñÿ íå îïðåäåëåííîé ïðè t = 0 è èíòåãðàëüíûå êðèâûå íå ïðî-
õîäÿò ÷åðåç ôàçîâóþ ïðÿìóþ (óðàâíåíèå êîòîðîé t = 0).

3.1.5. Íåàâòîíîìíûå è àâòîíîìíûå äèôôåðåíöèàëü-

íûå óðàâíåíèÿ

ÄÓ íàçûâàåòñÿ íåàâòîíîìíûì, åñëè íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ ÿâíî âõî-
äèò â íåãî (à íå òîëüêî ÷åðåç íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ). ÄÓ íàçûâàåòñÿ
àâòîíîìíûì, åñëè îíî íå ñîäåðæèò ÿâíî íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé è ìî-
æåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

y ′ = f(y) . (3.10)

Èç ðàññìîòðåííûõ âûøå òîëüêî ÄÓ ïðèìåðà 3.1 áûëî íåàâòîíîìíûì.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé àâòîíîìíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ìîäåëèðó-
åìûé ïðîöåññ èëè ñèñòåìà ýâîëþöèîíèðóþò â óñëîâèÿõ ïîñòîÿííîé âî
âðåìåíè âíåøíåé ñðåäû - ïîñòîÿíñòâà òåõíîëîãèé, ïðèðîäíûõ óñëîâèé,
âîçìóùåíèé è óïðàâëåíèé.

3.1.6. Òî÷êè ðàâíîâåñèÿ è óñòîé÷èâîñòü

Â àâòîíîìíîì ÄÓ (3.10) ñêîðîñòü ýâîëþöèè çàâèñèò òîëüêî îò ñîñòîÿíèÿ:
âñå ðåøåíèÿ âîçðàñòàþò ïðè f(y) > 0 è óáûâàþò ïðè f(y) < 0. Ýòèì
íåðàâåíñòâàì ñîîòâåòñòâóþò íåêîòîðûå èíòåðâàëû íà ôàçîâîé ïðÿìîé.

Îñîáûé èíòåðåñ â àâòîíîìíûõ ÄÓ âûçûâàþò ïîñòîÿííûå ðåøåíèÿ,
åñëè îíè ñóùåñòâóþò. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî ðåøåíèÿ y = y∗ ïðîèçâîäíàÿ
y ′ ≡ 0, òàê ÷òî îíè äîëæíû íàõîäèòüñÿ ïóòåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

f(y) = 0.

Çíà÷åíèå y = y∗ íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàâíîâåñèÿ ÄÓ (3.10), åñëè
f(y∗) = 0. Â òî÷êå ðàâíîâåñèÿ ìîäåëèðóåìàÿ ñèñòåìà êàê áû �çàñòðåâà-
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åò�: îíà îñòà¼òñÿ â íåé íàâñåãäà. Ïîýòîìó äëÿ òî÷åê ðàâíîâåñèÿ èñïîëü-
çóþòñÿ è äðóãèå òåðìèíû: ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå, íåïîäâèæíàÿ òî÷êà,
òî÷êà ïîêîÿ, ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ.

Íàïðèìåð, óðàâíåíèÿ y ′ = 2y, y ′ = y2 èìåþò ïî îäíîé òî÷êå ðàâíî-
âåñèÿ y∗ = 0, ëîãèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

y ′ = y(10 − 2y) (3.11)

� äâå òî÷êè y∗ = 0 è y = 5, ÄÓ y ′ = sin y � áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî
òî÷åê ðàâíîâåñèÿ, à ÄÓ y ′ = y2 + 1 íå èìååò èõ âîâñå.

Êà÷åñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå î ïîâåäåíèè ðåøåíèé àâòîíîìíîãî ÄÓ
ìîæíî ïîëó÷èòü, íå çíàÿ ÿâíûõ ðåøåíèé. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ôà-
çîâàÿ äèàãðàììà ÄÓ - ñèñòåìà êîîðäèíàò (y, y ′) ñ ãðàôèêîì ôóíêöèè
y ′ = f(y) (ñì. ðèñ.3.3à) è 3.4à)). Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîãî ãðàôèêà ñ
ãîðèçîíòàëüíîé ôàçîâîé ïðÿìîé ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì ðàâíîâåñèÿ äàí-
íîãî ÄÓ; ðåøåíèÿ âîçðàñòàþò èëè óáûâàþò íà èíòåðâàëàõ ìåæäó íèìè,
÷òî ïîêàçûâàåòñÿ ñòðåëêîé íà ôàçîâîé ïðÿìîé. Ïðàêòè÷åñêè òó æå èí-
ôîðìàöèþ äà¼ò îäíîìåðíûé ôàçîâûé ïîðòðåò � ôàçîâàÿ ïðÿìàÿ ñ íà-
íåñ¼ííûìè íà íå¼ òî÷êàìè ðàâíîâåñèÿ è îòìå÷åííûìè ñòðåëêàìè (èëè
çíàêàìè �+�, ��� ) èíòåðâàëàìè âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ ðåøåíèé - èí-
òåðâàëàìè çíàêîïîñòîÿíñòâà f(y) (ðèñ.3.3á), 3.4á)).

Ðèñ. 3.3. Ôàçîâûé ïîðòðåò Ðèñ. 3.4. Ôàçîâûé ïîðòðåò ëîãèñ�
ÄÓ y ′ = 2y òè÷åñêîãî ÄÓ (3.11)

Ôàçîâûé ïîðòðåò ïîçâîëÿåò ñóäèòü îá óñòîé÷èâîñòè èëè íåóñòîé÷èâî-
ñòè òî÷åê ðàâíîâåñèÿ. Ýòè ïîíÿòèÿ ñâÿçàíû ñî ñõîäèìîñòüþ ðåøåíèé ê
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äàííîé òî÷êå ðàâíîâåñèÿ ïðè t → +∞.

Òî÷êó ðàâíîâåñèÿ íàçûâàþò èçîëèðîâàííîé, åñëè âáëèçè íå¼ íåò äðó-
ãèõ òî÷åê ðàâíîâåñèÿ íà ôàçîâîé ïðÿìîé. Äëÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êè ðàâ-
íîâåñèÿ âîçìîæíû òîëüêî ÷åòûðå ëîêàëüíûõ ôàçîâûõ ïîðòðåòà, êîòîðûå
ïîêàçàíû íà ðèñ.3.5 âìåñòå ñ íàçâàíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîñòîÿíèé
ðàâíîâåñèÿ (ëîêàëüíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ìû èíòåðåñóåìñÿ òîëüêî îêðåñò-
íîñòüþ y∗).

Ðèñ. 3.5. Âîçìîæíûå ôàçîâûå ïîðòðåòû îäíîé èçîëèðîâàííîé
òî÷êè ðàâíîâåñèÿ

Òî÷êó ðàâíîâåñèÿ y∗ íàçûâàþò óñòîé÷èâîé (òî÷íåå àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâîé), åñëè âñå òðàåêòîðèè äàííîãî ÄÓ, íà÷èíàþùèåñÿ â íåêî-
òîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè y∗, ñõîäÿòñÿ ê y∗ ïðè t → +∞. Îáðàçíî ãî-
âîðÿ, óñòîé÷èâàÿ òî÷êà ðàâíîâåñèÿ ïðèòÿãèâàåò ê ñåáå âñå òðàåêòîðèè,
ñòàðòóþùèå èç áëèçêèõ ê íåé ñîñòîÿíèé.

Íà ðèñ.3.5 ëèøü â ñëó÷àå à) òî÷êà ðàâíîâåñèÿ y∗ óñòîé÷èâà, à âî âñåõ
äðóãèõ ñëó÷àÿõ � íåóñòîé÷èâà; òî÷êè òèïà �øóíòà� èíîãäà íàçûâàþò
ïîëóóñòîé÷èâûìè - îíè ïðèòÿãèâàþò ê ñåáå òðàåêòîðèè èç ñâîåé ëåâîé
èëè ïðàâîé ïîëóîêðåñòíîñòè; îò íåóñòîé÷èâîé òî÷êè òèïà ðåïåëëåðà òðà-
åêòîðèè ðàçáåãàþòñÿ. Ýòè âàðèàíòû ìîæíî èëëþñòðèðîâàòü ïîâåäåíèåì
èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè (t, y) êàê ïîêàçàíî íà ðèñ.3.6. Â ñëó-
÷àå óñòîé÷èâîé íåïîäâèæíîé òî÷êè ïðÿìàÿ y = y∗ ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòîé
èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ, íà÷èíàþùèõñÿ ïðè t = 0 âáëèçè y∗. Ýòî ÿâëÿåòñÿ
îòðàæåíèåì ïðåäåëüíîãî óñëîâèÿ

y(t) → y∗ ïðè t → +∞ , (3.12)

êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ðåøåíèé ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
y(0) = y0 ∈ O, ãäå O � îêðåñòíîñòü òî÷êè y∗ íà ôàçîâîé ïðÿìîé èç
îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè.
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Ðèñ. 3.6. Êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ â ñëó÷àå óñòîé-
÷èâîé (à)) ïîëóóñòîé÷èâîé(á)) è íåóñòîé÷èâîé (â)) íåïîäâèæíîé òî÷êè

Íåòðóäíî ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèé êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè íåïîäâèæ-
íîé òî÷êè y∗ ÄÓ (3.10), åñëè òîëüêî ôóíêöèÿ f(y) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé, ò.å.
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé.

Åñëè f ′(y∗) < 0, òî òî÷êà ðàâíîâåñèÿ y∗ óñòîé÷èâà, à åñëè f ′(y∗) > 0 �
òî íåóñòîé÷èâà.

Äåéñòâèòåëüíî, â ïåðâîì ñëó÷àå ìû áóäåì èìåòü íåðàâåíñòâî f ′(y∗) <
< 0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè y∗ èç-çà íåïðåðûâíîñòè f ′. Ñëåäîâàòåëüíî,
ôóíêöèÿ f(y) ñòðîãî óáûâàåò â ýòîé îêðåñòíîñòè, ïðè÷¼ì f ′(y∗) = 0;
ïîýòîìó f(y) > 0 ñëåâà îò y∗ è f(y) < 0 ñïðàâà. ×åðåäîâàíèå çíàêîâ f

�ïëþñ-ìèíóñ� íà ôàçîâîì ïîðòðåòå ñîîòâåòñòâóåò óñòîé÷èâîñòè y∗.

Âî âòîðîì ñëó÷àå àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå ïðèâîäèò ê âûâîäó î íåóñ-
òîé÷èâîñòè y∗. �

Íàïðèìåð, äëÿ ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (3.11) f(y) = 10y − 2y2,
f ′(y) = 10 − 4y; îòñþäà f ′(0) = 10 > 0 è òî÷êà ðàâíîâåñèÿ y∗ = 0
íåóñòîé÷èâà, a f ′(5) = −10 < 0 è ðàâíîâåñèå y = 5 óñòîé÷èâî.

Ðàññìîòðèì åù¼ îäèí ñîäåðæàòåëüíûé
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Ïðèìåð 3.3.Ìîäåëü íàùóïûâàíèÿ ðûíî÷íîé öåíû ïî Âàëüðàñó. Ðàñ-
ñìîòðèì ðûíîê ïðîñòîãî òîâàðà, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåòñÿ ôóíêöèÿìè
ñïðîñà D(p) è ïðåäëîæåíèÿ S(p). Âàëüðàñîâñêîå ïðàâèëî �íàùóïûâà-
íèÿ� ðûíî÷íîé öåíû íåâèäèìûì àóêöèîíèñòîì ïî èçáûòî÷íîìó ñïðîñó
ìîæåò ìîäåëèðîâàòüñÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè è, ñîîòâåòñòâåííî, ðàçíûìè
ÄÓ. Íàèáîëåå î÷åâèäíûé èç íèõ - ýòî ïðèíÿòèå ãèïîòåçû, ÷òî ñêîðîñòü
èçìåíåíèÿ öåíû ïðîïîðöèîíàëüíà èçáûòî÷íîìó ñïðîñó. Ýòà ãèïîòåçà â
íåïðåðûâíîì âðåìåíè îïèñûâàåòñÿ ÄÓ

p ′ = α [D(p) − S(p)] , (3.13)

ãäå α > 0 - ïàðàìåòð.

Åñëè ââåñòè ôóíêöèþ èçáûòî÷íîãî ñïðîñà

E(p) = D(p) − S(p),

òî äàííîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä p ′ = αE(p) è, ñëåäîâàòåëüíî, ðîñò èëè
ñíèæåíèå öåíû îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì E(p) :

p ′

{
> 0, åñëè E(p) > 0 ,

< 0, åñëè E(p) < 0 .
(3.14)

Òî÷êè ðàâíîâåñèÿ ÄÓ (3.13) íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèÿ E(p) = 0; îíè ñîâ-
ïàäàþò ñ öåíîé ðàâíîâåñèÿ â ñòàòè÷åñêîé ìîäåëè ðûíêà.

Äîïóñòèì, ÷òî ôóíêöèè ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ ëèíåéíû, ò.å.

D(p) = a − bp, S(p) = c + dp,

ãäå a, b, c, d > 0. Òîãäà

E(p) = (a − c) − (b + d)p ,

è èìååòñÿ îäíà òî÷êà ðàâíîâåñèÿ

p ∗ =
a − c

b + d
.

Óñëîâèå (3.14) ïðèìåò âèä

p ′

{
> 0, åñëè p < p∗ ,

< 0, åñëè p > p∗ ,
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è ôàçîâûé ïîðòðåò â äàííîì ñëó÷àå óêàçûâàåò íà ãëîáàëüíóþ óñòîé÷è-
âîñòü ðûíî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ (òî÷êè p∗).

- � -r
p ∗ p

Ïðèìåíèì òåïåðü àíàëèòè÷åñêèé êðèòåðèé, ñ÷èòàÿ D(p), S(p) ïðîèç-
âîëüíûìè íåëèíåéíûìè ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè ñ åäèíñòâåííûì èçîëèðî-
âàííûì ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ p∗ > 0 (E(p∗) = 0). Ïîñêîëüêó α > 0, òî
â äàííîì ñëó÷àå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè f ′(y∗) < 0 ñâîäèòñÿ ê íåðàâåíñòâó
E ′(p∗) < 0, ò.å.

D ′(p∗) < S ′(p∗) .

Ïðè îáû÷íûõ óñëîâèÿõ ìîíîòîííîñòè ôóíêöèé ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ
(D′(p) < 0 , S ′(p) > 0 ïðè p > 0) óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè îêàçûâàåòñÿ
âûïîëíåííûì, è ôàçîâûé ïîðòðåò íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò ëèíåéíîãî
ñëó÷àÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ìîäåëèðîâàíèè äèíàìèêè öåíû óðàâíåíèåì (3.13)
âñå òðàåêòîðèè öåíû ïðèòÿãèâàþòñÿ ê òî÷êå ðàâíîâåñèÿ è îíà óñòîé÷èâà
ïðè åñòåñòâåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ôóíêöèÿõ ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ.
Ïàðàìåòð α > 0 îêàçûâàåò âëèÿíèå ëèøü íà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ðû-
íî÷íîé öåíû ê ðàâíîâåñíîé è íîñèò íàçâàíèå ïàðàìåòðà àäàïòàöèè.

3.1.7. Äîïîëíåíèå î êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâàõ àâòîíîì-

íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ìû çàêîí÷èì ïðåäâàðèòåëüíîå çíàêîìñòâî ñ êà÷åñòâåííûìè ìåòîäàìè
èññëåäîâàíèÿ ÄÓ íåñêîëüêèìè çàìå÷àíèÿìè è óòî÷íåíèÿìè.

(1) Êàæäîé òî÷êå ðàâíîâåñèÿ y∗ ñîîòâåòñòâóåò ïîñòîÿííîå ðåøåíèå
y ≡ y∗. Ïîýòîìó íèêàêàÿ äðóãàÿ òðàåêòîðèÿ íå ìîæåò äîñòèãíóòü
ñîñòîÿíèÿ y∗ çà êîíå÷íîå âðåìÿ (åñëè ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé).

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äîïóñòèòü, ÷òî íàéä¼òñÿ äðóãàÿ òðàåêòîðèÿ y =
= y(t) ñî ñâîéñòâîì y(t) = y∗ â íåêîòîðûé ìîìåíò t, òî ïîëó÷èòñÿ, ÷òî
÷åðåç íà÷àëüíóþ òî÷êó (t, y∗) ïëîñêîñòè (t, y) ïðîõîäèò äâå òðàåêòîðèè
(èíòåãðàëüíûå êðèâûå). Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ
íà÷àëüíîé çàäà÷è.
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(2) Ðåøåíèÿ àâòîíîìíîãî ÄÓ y′ = f(y) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî
ñäâèãà ïî âðåìåíè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè y(t) � ðåøåíèå äàííîãî ÄÓ
íà èíòåðâàëå âðåìåíè I, òî ïðè ëþáîì ÷èñëå c ôóíêöèÿ yc(t) = y(t + c)
òîæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íà I.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó y ′(t) = f(y(t)), òî ïî ïðàâèëó äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè ïîëó÷àåì:

y ′
c(t) = y ′(t + c) = f(y(t + c)) = f(yc(t)) ïðè t ∈ I,

ò.å. yc(t) - òîæå ðåøåíèå.

Çàìåòèì, ÷òî ãðàôèê ôóíêöèè yc(t) ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôèêà ôóíêöèè
y(t) ïóòåì ñäâèãà âäîëü îñè âðåìåíè âëåâî íà âåëè÷èíó c. Ïîýòîìó ñå-
ìåéñòâî èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ àâòîíîìíîãî ÄÓ ìîæíî ïîëó÷èòü ïóò¼ì
óêàçàííîãî ñäâèãà îäíîé èç íèõ. Áîëåå òî÷íî, â îáùåì ñëó÷àå ïëîñêîñòü
(t, y) ðàçáèâàåòñÿ íà ãîðèçîíòàëüíûå ïîëîñû, â êàæäîé èç êîòîðûõ ñå-
ìåéñòâî òðàåêòîðèé ìîæíî ïîëó÷èòü ñäâèãàìè îäíîé èíòåãðàëüíîé êðè-
âîé (ñì. ðèñ.3.1).

(3) Åñëè ÄÓ èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷åê ðàâíîâåñèÿ, òî ñðåäè íèõ
ìîãóò îêàçàòüñÿ íåèçîëèðîâàííûå. Â ýòîì ñëó÷àå âàðèàíòû ëîêàëüíûõ
ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ íà ðèñ.3.5 äîëæíû áûòü äîïîëíåíû.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, òî÷êó ðàâíîâåñèÿ y∗, ê êîòîðîé ñõîäèòñÿ íåêî-
òîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn} äðóãèõ òî÷åê ðàâíîâåñèÿ (ðèñ.3.7).

Ðèñ. 3.7. Ñõîäÿùàÿñÿ ê y∗ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê ðàâíîâåñèÿ

Ñ îäíîé ñòîðîíû, âñå òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ â ëþáîé ìàëîé îê �
ðåñòíîcòè òî÷êè y∗, îñòàþòÿ â íåé íàâñåãäà (ýòî ñëåäóåò èç ñâîéñòâà (1)).
Èìåííî ýòî ñâîéñòâî íàçûâàþò óñòîé÷èâîñòüþ íåïîäâèæíîé òî÷êè. Íî
y∗ íå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòèåñêè óñòîé÷èâîé - íåëüçÿ óêàçàòü îêðåñòíîñòü
y∗, â êîòîðîé íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ôàçîâîé òî÷êè âåëè áû ê y∗. Àíà-
ëèòè÷åñêèé êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè çäåñü òîæå íå ðàáîòàåò: ïîñêîëüêó
f(y∗) = 0, f(yn) = 0 ∀n, òî

f(yn) − f(y∗)

yn − y∗
= 0 ∀n ,

à òàê êàê yn → y∗, òî ìû ïîëó÷àåì îòñþäà, ÷òîf ′(y∗) = 0.
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(4) Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ìû äîïóñêàåì íåòî÷íîñòü, êîãäà èñ-
ïîëüçóåì óïðîù¼ííóþ òåðìèíîëîãèþ è îïóñêàåì ýïèòåò �àñèìïòîòè÷å-
ñêè�. Íåîáõîäèìî ðàçëè÷àòü ñëåäóþùèå äâà ïîíÿòèÿ:

1) Òî÷êà ðàâíîâåñèÿ y∗ óñòîé÷èâà, åñëè â åå ïðîèçâîëüíî ìàëîé
îêðåñòíîñòè îñòàþòñÿ âñå òðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ äîñòàòî÷íî
áëèçêî ê y∗; ôîðìàëüíî: ∀ϵ > 0, ∃δ > 0 òàêîå, ÷òî íåðàâåíñòâî
|y(t) − y∗| < ϵ ∀t > 0 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ðåøåíèé y(t) ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì |y(0) − y∗| < δ; (ñì. ðèñ. 3.8.à)).

2) Òî÷êà ðàâíîâåñèÿ y∗ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà, åñëè îíà óñòîé-
÷èâà è

lim
t→+∞

y(t) = y∗

äëÿ âñåõ ðåøåíèé ñ äîñòàòî÷íî ìàëûì |y(0) − y∗| (ðèñ. 3.8.á)).

Ðèñ.3.8. Óñòîé÷èâîå (à)) è àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå
ðàâíîâåñèÿ (á))

Îòìåòèì, ÷òî áëàãîäàðÿ èíâàðèàíòíîñòè ðåøåíèé îòíîñèòåëüíî ñäâè-
ãà ïî âðåìåíè, â ýòèõ îïðåäåëåíèÿõ íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè âûáðàí
ðàâíûì íóëþ.

ÄÓ y′ = 0 äîñòàâëÿåò ýëåìåíòàðíûé ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé ðàç-
ëè÷èå ââåäåííûõ ïîíÿòèé. Â í¼ì ñóùåñòâóåò áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî
òî÷åê ðàâíîâåñèÿ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ óñòîé÷èâà, íî íå àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâà.

Îñíîâû ñîâðåìåííîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì áûëè
çàëîæåíû ðóññêèì ìàòåìàòèêîì À.Ì. Ëÿïóíîâûì â êîíöå XIX âåêà. Ðàñ-
ñìîòðåííûå âèäû óñòîé÷èâîñòè íàçûâàþò óñòîé÷èâîñòüþ ïî Ëÿïóíîâó,
ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïîíÿòèÿ óñòîé÷èâîñòè (ñòðóêòóðíàÿ, îðáèòàëüíàÿ,
òîïîëîãè÷åñêàÿ è ò.ä.).
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(5) Àâòîíîìíîå ÄÓ y′ = f(y) çàäà¼ò íå òîëüêî ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðûõ
ðåøåíèÿ âîçðàñòàþò, óáûâàþò èëè �çàñòðåâàþò�, íî è âûïóêëîñòü (âî-
ãíóòîñòü) èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ.

Äåéñòâèòåëüíî, âûïóêëîñòü èëè âîãíóòîñòü èíòåãðàëüíîé êðèâîé îïðå-
äåëÿåòñÿ çíàêîì âòîðîé ïðîèçâîäíîé y′′ = d2y/dt2: åñëè y′′ > 0, òî êðèâàÿ
âûïóêëà, à åñëè y′′ < 0 òî âîãíóòà. Íî ïðîèçâîäíóþ y′′ ìîæíî ïîëó÷èòü
(êàê ôóíêöèþ îò y) ïðîñòî ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ
ïî t, ñ÷èòàÿ y = y(t) ðåøåíèåì ÄÓ. Ýòî äà¼ò:

y ′′ = f ′(y)y′ = f ′(y)f(y) .

Ò.î. çíàê y ′′ ñîâïàäàåò ñî çíàêîì èçâåñòíîé ôóíêöèè

g(y) = f ′(y)f(y) .

Íà ìíîæåñòâå g(y) > 0 èíòåãðàëüíûå êðèâûå âûïóêëû, à íà ìíîæåñòâå
g(y) < 0 âîãíóòû. Ýòè ìíîæåñòâà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èíòåðâàëû íà ôà-
çîâîé ïðÿìîé, êîòîðûå ðàçäåëåíû òî÷êàìè ïåðåãèáà èíòåãðàëüíûõ êðè-
âûõ (â íèõ y ′′ = 0). Íà ïëîñêîñòè (t, y) ýòèì èíòåðâàëàì ñîîòâåòñòâóþò
ãîðèçîíòàëüíûå ïîëîñû âûïóêëîñòè/âîãíóòîñòè òðàåêòîðèé.

×òîáû îçíàêîìèòüñÿ ñ ýòîé òåõíîëîãèåé êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà áî-
ëåå äåòàëüíî, ðåêîìåíäóåì ÷èòàòåëþ ñðàçó îáðàòèòüñÿ ê ï. 3.3, ãäå äàí
êà÷åñòâåííûé àíàëèç ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Ðåøåíèå ÄÓ 1�ãî ïîðÿäêà

Íà÷àëüíîå óñëîâèå

Íà÷àëüíàÿ çàäà÷à èëè çàäà÷à Êîøè

Ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è

Îáùåå ðåøåíèå ÄÓ 1�ãî ïîðÿäêà

Èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ

Àâòîíîìíûå è íåàâòîíîìíûå ÄÓ

Ôàçîâûé ïîðòðåò ÄÓ

Òî÷êè ðàâíîâåñèÿ

Óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå òî÷êè ðàâíîâåñèÿ
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Çàäà÷è

Â çàäà÷àõ 3.1 � 3.20 ïîñòðîèòü ôàçîâûé ïîðòðåò è êëàññèôèöèðîâàòü
òî÷êè íà óñòîé÷èâûå, íåóñòîé÷èâûå è ïîëóóñòîé÷èâûå.

3.1. y ′ = y − 7

3.2. y ′ = 1 − 5y

3.3. y ′ = 4 − y

2

3.4. y ′ = 9y − 11

3.5. y ′ = ay + by2 ïðè a, b > 0 è y ≥ 0

3.6. y ′ = ay + by2 ïðè a, b > 0 , y ∈ R

3.7. y ′ = y(y − 1)(y − 2) ïðè y > 0

3.8. y ′ = ey − 1

3.9. y ′ = e− y − 1

3.10. y ′ = −2 arctg y

1 + y2

3.11. y ′ = a(1 − y)2 , a > 0

3.12. y ′ = −a(y − 1)2 , a > 0

3.13. y ′ = y2(y2 − 1)

3.14. y ′ = y(1 − y2)

3.15. y ′ = ay − b
√

y , a, b > 0, y ≥ 0

3.16. y ′ = y2(4 − y)2

3.17. y ′ = y2(1 − y2)

3.18. y ′ =
y

y2 + 1

3.19. y ′ = e− yy(y − 2)

3.20. y ′ = ey cos y
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3.2. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå íåêîòîðûõ òèïîâ

ÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà

Íàõîæäåíèå ðåøåíèé ÄÓ òåñíî ñâÿçàíî ñ îïåðàöèåé èíòåãðèðîâàíèÿ è
ïîýòîìó ÷àñòî íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ.

Åñëè ñëåäîâàòü òðàäèöèÿì, òî çàäà÷à èíòåãðèðîâàíèÿ äàííîãî ÄÓ
ñ÷èòàåòñÿ ðåøåííîé, êîãäà ðåøåíèå âûðàæåíî â êâàäðàòóðàõ, ò. å. ÷å-
ðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè è èíòåãðàëû îò íèõ. Ïðè ýòîì, êàê ïðàâèëî,
ðå÷ü èäåò îá îáùåì ðåøåíèè, èëè ðåøåíèè ñ ïðîèçâîëüíûìè íà÷àëüíûìè
äàííûìè.

Ïîäîáíî òîìó, ÷òî ñóùåñòâóþò �íå áåðóùèåñÿ� èíòåãðàëû, â ñòîëü ïîë-
íîì îáúåìå óäàåòñÿ ðåøèòü îòíþäü íå âñå ÄÓ (è, òåì áîëåå, ñèñòåìû
ÄÓ). Íàïðèìåð, áåçîáèäíîå ñ âèäó ÄÓ y′ = y2 − t íå äîïóñêàåò ðåøåíèå
â êâàäðàòóðàõ.

Â ýòîì ðàçäåëå áóäóò ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå èç òèïîâ ÄÓ, êîòîðûå
ìîãóò áûòü ðåøåíû ñòàíäàðòíûìè àíàëèòè÷åñêèìè ïðèåìàìè. Ïîñêîëü-
êó âñå îíè îñíîâàíû íà èíòåãðèðîâàíèè ôóíêöèé, ìû íà÷íåì ñ êðàòêîãî
îáçîðà íåîáõîäèìûõ ñâåäåíèé èç ýòîãî ðàçäåëà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëè-
çà.

3.2.1. Èíòåãðèðîâàíèå: ñâîäêà îñíîâíûõ ïîíÿòèé è

ôîðìóë

Íàïîìíèì ÷èòàòåëþ âàæíåéøèå ôàêòû èç òåîðèè èíòåãðèðîâàíèÿ ôóíê-
öèé.

(1) Ïóñòü I � ïðîìåæóòîê ÷èñëîâîé ïðÿìîé Ot (îòðåçîê, èíòåðâàë,
ïîëóèíòåðâàë è ò. ä.) è ôóíêöèÿ f(t) íåïðåðûâíà íà I. Òîãäà ïåðâîîáðàç-
íîé ôóíêöèè f(t) íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà I ôóíêöèÿ
F (t), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâó

F ′(t) = f(t) ∀ t ∈ I.

(2) Åñëè F (t) � ëþáàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f(t) íà I, òî ëþáàÿ
äðóãàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f(t) ïðåäñòàâèìà â âèäå F (t) + C, ãäå
C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
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(3) Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë
∫

f(t)dt îò ôóíêöèè f(t) íà ïðîìåæóò-
êå I îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì∫

f(t)dt = F (t) + C,

ãäå F � ëþáàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ f íà I, a C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ
(t � ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ, f(t) � èíòåãðàíò).

(4)
d

dt

(∫
f(t)dt

)
= f(t),

ò. e. ïðîèçâîäíàÿ èíòåãðàëà ðàâíà èíòåãðàíòó, è

d

(∫
f(t)dt

)
= f(t)dt,

(îáðàçíî ãîâîðÿ, ñèìâîë äèôôåðåíöèàëà �óíè÷òîæàåò� ñèìâîë èíòåãðà-
ëà), ∫

df(t) = f(t) + C

(ñèìâîë èíòåãðàëà �óíè÷òîæàåò� ñèìâîë äèôôåðåíöèàëà).

(5) Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë îò ôóíêöèè f(t) ïî îòðåçêó [a, b] ⊂ I

îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì
∫ b

a f(t)dt è âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå Íüþòîíà-
Ëåéáíèöà (îñíîâíîé ôîðìóëå èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ)∫ b

a

f(t)dt = F (b) − F (a);

çäåñü F (t) � ëþáàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f íà [a, b] , a � íèæíèé ïðå-
äåë èíòåãðèðîâàíèÿ, b � âåðõíèé, [a, b] � îòðåçîê èíòåãðèðîâàíèÿ.

(6) Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì∫ t

a

f(s)ds (t ∈ I)

ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè f(t), ò.å.

d

dt

∫ t

a

f(s)ds = f(t) ïðè t ∈ I

(ýòî óòâåðæäåíèå èíîãäà íàçûâàþò òåîðåìîé Áàððîó).

140



(7) Ñâÿçü íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà ñ îïðåäåëåííûì äàåòñÿ ôîðìó-
ëîé Áàððîó ∫

f(t)dt =

∫ t

a

f(s)ds + C ,

ãäå t ∈ I, à C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

(8) Äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà I ôóíêöèÿ f(t) íàõîäèòñÿ ïî ñâîåé ïðîèç-
âîäíîé ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû

f(t) = f(a) +

∫ t

a

f ′(s)ds

(÷àñòíûé ñëó÷àé ôîðìóë Íüþòîíà-Ëåéáíèöà è Áàððîó).

(9) Ïðè ëþáîì âûáîðå òî÷åê a, b, c èç ïðîìåæóòêà I èìååò ìåñòî
ðàçëîæåíèå ∫ b

a

f(t)dt =

∫ c

a

f(t)dt +

∫ b

c

f(t)dt.

(10) Îïåðàöèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ëèíåéíà, ò.å. åñëè f(t), g(t) íåïðåðûâ-
íû íà ïðîìåæóòêå I, òî äëÿ ëþáûõ ÷èñåë α, β∫ b

a

[αf(t) + βg(t)]dt = α

∫ b

a

f(t)dt + β

∫ b

a

g(t)dt (a, b ∈ I) ;

àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî èìååò ìåñòî äëÿ íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.

(11) Òàáëèöà îñíîâíûõ èíòåãðàëîâ (ïåðâîîáðàçíûõ):∫
cos tdt = sin t + C (t ∈ R) ;∫
sin tdt = − cos t + C (t ∈ R) ;∫
etdt = et + C (t ∈ R) ;∫
atdt = at/ ln a + C (t ∈ R) ;

∫
tndt =

tn+1

n + 1
+ C ïðè n ∈ N è t ∈ R ;
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∫
tαdt =

tα+1

α + 1
+ C ïðè α ̸= −1 è t > 0 ;∫

dt

t
= ln |t| + C ïðè t ̸= 0 .

3.2.2. Ïðîñòåéøèå ÄÓ

Ñàìûì ïðîñòûì ÄÓ 1-ãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå âèäà

y ′ = f(t) èëè
dy

dt
= f(t) , (3.15)

ãäå f(t) � çàäàííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà èíòåðâàëå I = (a, b) .

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.15) � ýòî êëàññè÷åñêàÿ çà-
äà÷à àíàëèçà � âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè ïî åå ïðîèçâîäíîé. Îíà ðåøà-
åòñÿ c ïîìîùüþ íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà è åå îáùåå ðåøåíèå äàåòñÿ
ôîðìóëîé

y(t) =

∫
f(t)dt + C, t ∈ I, (3.16)

ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Ïîñêîëüêó îäíîé èç ïåðâîîáðàçíûõ ôóíêöèè f ÿâëÿåòñÿ∫ t

t0

f(s)ds (t0 ∈ I ïðîèçâîëüíî) ,

òî îáùåå ðåøåíèå ÄÓ (3.15) ìîæíî çàïèñàòü è ïî ôîðìóëå Áàððîó :

y(t) =

∫ t

t0

f(s)ds + y(t0) , t ∈ I (3.17)

(â ýòîì ñëó÷àå C = y(t0)).

×àñòíîå ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ y(t0) = y0

íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóëû (3.17); åãî ìîæíî íàéòè è èç
(3.16) ïóòåì âûáîðà ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé.

Èç ôîðìóë îáùåãî ðåøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî èíòåãðàëüíûå êðèâûå ïðî-
ñòåéøåãî ÄÓ ïîëó÷àþòñÿ ïóòåì ñäâèãà ãðàôèêà ëþáîé ïåðâîîáðàçíîé
ôóíêöèè f âäîëü îñè îðäèíàò.
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Ïðèìåð 3.4. Ïðîñòåéøåå ÄÓ y′ = sin 2t èìååò îáùåå ðåøåíèå

y(t) = −1

2
cos 2t + C ,

îïðåäåëåííîå ïðè âñåõ t ∈ R.

×òîáû íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y(0) = 1 (ò.å. ïðè t0 = 0, y0 = 1) ,

ïîëîæèì â îáùåì ðåøåíèè t = 0, y(0) = 1 ; ïîëó÷èì:

1 = −1

2
cos 0 + C ò.å. 1 = −1

2
+ C .

Îòñþäà C = 3/2 è ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è òàêîâî:

y = φ(t) = −1

2
cos 2t +

3

2
.

Ïðèìåð 3.5. Ðàññìîòðèì ÄÓ y′ = 1/t. Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü f = 1/t
íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëàõ I1 = (−∞, 0) è I2 = (0, +∞), à â òî÷êå t = 0
èìååò ðàçðûâ 2-ãî ðîäà. Åå ïåðâîîáðàçíàÿ F (t) = ln |t| îïðåäåëåíà íà
îáúåäèíåíèè I1 è I2; ôîðìóëà

y = φ(t) = ln |t| + C, t ̸= 0

çàäàåò îáùåå ðåøåíèå â ïîëóïëîñêîñòÿõ t < 0 è t > 0.

Ðèñ. 3.9. Èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ y ′ = 1/t
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Èíòåãðàëüíûå êðèâûå íà ðèñ.3.9 ïðîõîäÿò ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó (t, y),
èñêëþ÷àÿ îñîáóþ ïðÿìóþ t = 0. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé èíòåãðàëüíîé
êðèâîé y = φ(t) ïðîèçâîäíàÿ ñòàíîâèòñÿ íåîãðàíè÷åííîé ïðè ïîäõîäå ê
òî÷êå t = 0:

φ ′(0−) = lim
t→0−

φ′(t) = −∞ ,

åñëè êðèâàÿ ëåæèò â ïîëóïëîñêîñòè t < 0, è φ ′(0+) = +∞ , åñëè êðèâàÿ
ëåæèò â ïîëóïëîñêîñòè t > 0.

3.2.3. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ÄÓ 1-ãî ïîðÿäêà

y′ = a(t)y + b(t) , (3.18)

ãäå a(t), b(t) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå âðåìåíè I.
Ò.î., â îáùåì ñëó÷àå óðàâíåíèå (3.18) íåàâòîíîìíî (èìååò ïåðåìåííûå
êîýôôèöèåíòû a, b).

Ïðè b(t) ̸≡ 0 óðàâíåíèå (3.18) íàçûâàþò íåîäíîðîäíûì, à ïðè b(t) ≡
≡ 0 � îäíîðîäíûì.

Íà÷íåì ñ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ.

(1) Ëèíåéíîå àâòîíîìíîå óðàâíåíèå

y ′ = ay + b (a ̸= 0) (3.19)

ïðè b = 0 ðàññìîòðåíî â ï. 3.1. (ñì. ðàâåíñòâà (3.5) � (3.7)). Ïðè b ̸= 0
åãî ðåøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü ïóòåì ñâåäåíèÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåìó îäíî-
ðîäíîìó óðàâíåíèþ.

Äëÿ ýòîãî íàéäåì òî÷êó ðàâíîâåñèÿ y∗ = − b/a è ñäåëàåì â óðàâíåíèè
ïîäñòàíîâêó

z = y − y∗ (òîãäà y = z + y∗) .

Äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïîäñòàíîâêè no t íàõîäèì ÄÓ äëÿ z :

z ′ = ay + b = a(z + y∗) + b = az ,

òàê êàê ay∗ + b = 0. Ïîëó÷èëè îäíîðîäíîå óðàâíåíèå z ′ = az , îáùåå
ðåøåíèå êîòîðîãî íàì èçâåñòíî:

z(t) = Ce at.
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Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè, îáðàòíîé çàìåíîé ïîëó-
÷àåì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.19):

y(t) = Ceat + y∗ . (3.20)

Ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì y(t0) = y0 ìîæíî íàéòè ïóòåì âûáî-
ðà ïîñòîÿííîé C â ôîðìóëå (3.20). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îíî äàåòñÿ
ôîðìóëîé

y(t) = (y0 − y∗)ea(t−t0) + y∗. (3.21)

Èç ôîðìóë (3.20) è (3.21) ñëåäóåò, ÷òî ïðè a < 0 òî÷êà ðàâíîâåñèÿ
óñòîé÷èâà: ðåøåíèå, íà÷èíàþùååñÿ â ëþáîé íà÷àëüíîé òî÷êå (t0, y0), ñõî-
äèòñÿ ê y∗ ïðè t → +∞. Åñëè æå a > 0, òî ðàâíîâåñèå íåóñòîé÷èâî: ïðè
t → +∞ âñå ðåøåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ íåîãðàíè÷åííûìè, çà èñêëþ÷åíèåì ðàâ-
íîâåñíîãî.

(2) Ðàññìîòðèì íåàâòîíîìíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

y ′ = a(t)y . (3.22)

Ïîêàæåì, ÷òî åãî îáùåå ðåøåíèå äàåòñÿ ôîðìóëîé

y(t) = CeA(t) ãäå A(t) =

∫
a(t)dt (3.23)

� ëþáàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè a(t), à C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Äëÿ ýòîãî ïðîâåðèì, ÷òî ôóíêöèÿ (3.23) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
(à), (á) îïðåäåëåíèÿ 3.1 îáùåãî ðåøåíèÿ.

à) Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y(t). Ïîñêîëüêó A ′(t) = a(t) ïî
îïðåäåëåíèþ ïåðâîîáðàçíîé, òî ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæ-
íîé ôóíêöèè ïîëó÷àåì:

y ′(t) = C
d

dt

[
eA(t)

]
= CeA(t) · a(t) = a(t)y(t) .

Çíà÷èò, ïðè ëþáîì C ôóíêöèÿ (3.23) óäîâëåòâîðÿåò ÄÓ (3.22).

á) Ïîêàæåì, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.23) ìîæíî ïîëó÷èòü èç
ôîðìóëû (3.22) âûáîðîì ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé.

Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî ïðè C = 0 èç ôîðìóëû (3.23) ïîëó÷àåòñÿ òðè-
âèàëüíîå ÷àñòíîå ðåøåíèå y ≡ 0 .
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Ïóñòü òåïåðü y(t) � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå äàííîãî ÄÓ íà èíòåðâàëå
âðåìåíè I, à y1(t) - ëþáîå ðåøåíèå, ïîëó÷àþùååñÿ èç ôîðìóëû (3.23) ïðè
íåêîòîðîì C = C1 ̸= 0 (òîãäà, î÷åâèäíî, y1(t) ̸= 0 ).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

x(t) =
y(t)

y1(t)
, t ∈ I .

Åå äèôôåðåíöèðîâàíèå äàåò:

x ′(t) =
y ′(t)

y1(t)
− y(t)

y ′
1(t)

y2
1(t)

=

= {èñïîëüçóåì, ÷òî y ′ = ay, y ′
1 = ay1} =

= a(t)
y(t)

y1(t)
− a(t)

y(t)

y1(t)
= 0 .

Ñëåäîâàòåëüíî, x(t) ïîñòîÿííà íà I :

y(t)

y1(t)
= c = const ,

èëè
y(t) = cy1(t) = cC1 eA(t) .

Ñðàâíåíèå ñ ôîðìóëîé (3.23) ïîêàçûâàåò, ÷òî y(t) ïîëó÷àåòñÿ èç íåå, åñëè
âûáðàòü C = cC1 . Çíà÷èò, ôîðìóëîé (3.23) îïèñûâàþòñÿ âñå ðåøåíèÿ
ÄÓ (3.22). �

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûì óñëî-
âèåì y(t0) = y0 äàåòñÿ ôîðìóëîé

y(t) = y0 eA(t)−A(t0) (3.24)

(ïðîâåðüòå). Çàìåòèì, ÷òî y(t) ≡ 0 ïðè y0 = 0, ò. å. ëèíåéíîå îäíîðîäíîå
óðàâíåíèå ñ íóëåâûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå
ðåøåíèå. Ýòîò ôàêò ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì.

Ïðèìåð 3.6. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ÄÓ ty′ − y = 0. Ïðè t ̸= 0 åãî
ìîæíî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî y′ è ïîëó÷èòü îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

y′ =
y

t
.
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Çäåñü ôóíêöèÿ a(t) = 1/t íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëàõ (−∞, 0), (0, +∞)
è íà êàæäîì èç íèõ

A(t) =

∫
a(t)dt =

∫
dt

t
= ln |t|.

(Ïðè íàõîæäåíèè A(t) ïîñòîÿííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî ïîëîæèòü íó-
ëåì; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíà âñå ðàâíî âîéäåò â ïîñòîÿííóþ îáùåãî ðå-
øåíèÿ.) Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (3.23), îáùåå ðåøåíèå çàïèøåòñÿ â
âèäå

y(t) = Celn |t| =

{
−Ct, åñëè t < 0

Ct, åñëè t > 0.

Ñîîòâåòñòâóþùåå ñåìåéñòâî èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé âñåâîçìîæíûå ïîëóïðÿìûå, èñõîäÿùèå èç íà÷àëà êîîðäèíàò ïëîñ-
êîñòè (t, y), íî íå ñîäåðæàùèå åãî (ðèñ.3.11). Èñêëþ÷èòü òàêæå íóæíî
ïîëóïðÿìûå, çàëåãàþùèå íà ôàçîâîé ïðÿìîé, ïîñêîëüêó íàøè âûâîäû
ñïðàâåäëèâû òîëüêî ïðè t ̸= 0. Ñòðåëêè íà ïîëóïðÿìûõ óêàçûâàþò íà-
ïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ïî òðàåêòîðèÿì ïðè âîçðàñòàíèè t; îíî îïðåäåëÿåò-
ñÿ çíàêîì ïðîèçâîäíîé y ′ = y/t â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ïëîñêîñòè. Íà îñè
âðåìåíè çàëåãàþò ãðàôèêè äâóõ ïîñòîÿííûõ ðåøåíèé � y = 0 íà (−∞; 0)
è y = 0 íà (0; +∞); ñòðåëêè íà íèõ îòñóòñòâóþò. (Ïî÷åìó?)

Ðèñ. 3.11. Èíòåãðàëüíûå êðèâûå ÄÓ y ′ = y/t

Ïðèìåð 3.7. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå äèíàìèêè áàíêîâñêîãî âêëàäà
ïðè ïåðåìåííîé ïðîöåíòíîé ñòàâêå r(t):

S ′ = r(t)S, S(t0) = S0 .
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Ïîëàãàÿ

R(t) =

∫ t

t0

r(s)ds ,

ïî ôîðìóëå (3.24) ïîëó÷èì ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è â âèäå

S(t) = S0 exp(R(t)) .

Åñëè ðåøèòü ýòî ðàâåíñòâî îòíîñèòåëüíî S0 , òî ïîëó÷èì

S0 = S(t) exp(−R(t)) .

Â ýêîíîìèêå ýòîò ïîêàçàòåëü íîñèò íàçâàíèå òåêóùåé äèñêîíòèðîâàí-
íîé ñòîèìîñòè ïåðâîíà÷àëüíî èíâåñòèðîâàííîé ñóììû S0 è ïîçâîëÿåò
îöåíèâàòü åå ÷åðåç áóäóùóþ íàðàùåííóþ ñóììó âêëàäà (÷åðåç t åä. âðå-
ìåíè).

(3) Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê îáùåìó ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ (3.18). Ðåøåíèå
ýòîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè ìåòîäîì âàðèàöèè ïðîèç-
âîëüíîé ïîñòîÿííîé. Çàìûñåë ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî èñêîìîå îáùåå
ðåøåíèå èùåòñÿ â âèäå

y(t) = C(t)eA(t) , ãäå A(t) =

∫
a(t)dt. (3.25)

Ïî ñòðóêòóðå îíî ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ (ñì. (3.23)), íî òåïåðü C ñ÷èòàåòñÿ íå ïîñòîÿííîé, à ãëàäêîé
ôóíêöèåé âðåìåíè (íàïîìíèì, ÷òî ãëàäêèìè íàçûâàþò íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè). Çàäà÷à ñîñòîèò â âûáîðå C(t) òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû ôóíêöèÿ (3.25) äåéñòâèòåëüíî áûëà îáùèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
(3.18).

Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì åå â óðàâíåíèå (3.18). Ïîëó÷èì:

C ′(t)eA(t) + C(t) eA(t)a(t) = a(t) C(t) eA(t) + b(t)

èëè, ïîñëå ñîêðàùåíèÿ ïîäîáíûõ è ðàçðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîä-
íîé C ′(t),

C ′(t) = e−A(t)b(t).

Ïîëó÷èëè ïðîñòåéøåå ÄÓ äëÿ íàõîæäåíèÿ C(t); åãî îáùåå ðåøåíèå íà-
õîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì:

C(t) =

∫
e−A(t)b(t)dt + C1 ,
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ãäå C1 � ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîäñòàâèâ C(t) â ðàâåíñòâî (3.25),
ïîëó÷èì îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.18):

y(t) = eA(t)
[∫

e−A(t)b(t)dt + C1

]
. (3.26)

Ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó íåîáÿçàòåëüíî ïîìíèòü: ïðàêòè÷åñêè ïðîùå ïî-
âòîðÿòü èçëîæåííûé õîä ðåøåíèÿ ïî ñõåìå: 1) íàõîæäåíèå îáùåãî ðåøå-
íèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ; 2) âàðüèðîâàíèå ïîñòîÿííîé èíòåãðèðîâà-
íèÿ.

Ïðèìåð 3.8. Ðåøèì ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå

y ′ = − y cos t + e− sin t .

Çäåñü a(t) = − cos t , b(t) = exp(− sin t) � ãëàäêèå ôóíêöèè íà âñåé
÷èñëîâîé ïðÿìîé. Ñëåäîâàòåëüíî, A(t) = − sin t.

Ðåøàÿ ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

y ′ = − y cos t ,

ïîëó÷èì y(t) = C exp(− sin t). Ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ èùåì â âèäå

y(t) = C(t) exp(− sin t).

Äèôôåðåíöèðóåì åãî è ïîäñòàâëÿåì â óðàâíåíèå:

C ′(t) e− sin t − C(t) cos t · e− sin t = −C(t) e− sin t cos t + e− sin t .

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

C ′(t) = 1 ⇒ C(t) = t + C1 .

Ñëåäîâàòåëüíî,
y(t) = (t + C1)e

− sin t

� îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðèìåð 3.9. Íàéäåì îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y ′ = 2ty + 1, y(0) = −1

2
.

Ñíà÷àëà íàõîäèì îáùåå ðåøåíèå äàííîãî ÄÓ. Çäåñü a(t) = 2t, A(t) = t2

è îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ òàêîâî:

y = Cet2 .
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Âàðüèðóÿ òåïåðü ïîñòîÿííóþ (ò. å. ñ÷èòàÿ åå ôóíêöèåé t) è ïîäñòàâëÿÿ
â èñõîäíîå ÄÓ, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

C ′ = e−t2 ,

îòêóäà

C(t) =

∫
e−t2dt + C1 . (3.27)

Íî ïîñëåäíèé èíòåãðàë �íå áåðåòñÿ� â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ è ìû
ñòàëêèâàåìñÿ ñ çàòðóäíåíèåì: ñ îäíîé ñòîðîíû, îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî
ÄÓ ìîæíî çàïèñàòü, ñîãëàñíî òåîðèè, â âèäå

y = Φ(t, C1) =

(∫
e−t2dt + C1

)
et2

è ñ÷èòàòü, â ïðèíöèïå, çàäà÷ó èíòåãðèðîâàíèÿ ÄÓ èñ÷åðïàííîé (îá-
ùåå ðåøåíèå ïðåäñòàâëåíî ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè è èíòåãðàëû îò
íèõ); íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê ðåøèòü íà÷àëüíóþ çàäà÷ó, åñëè ôóíêöèÿ
ñïðàâà íåèçâåñòíà?

Çàòðóäíåíèå ïðåîäîëåâàåòñÿ, åñëè èñïîëüçîâàòü îïðåäåëåííûé èíòå-
ãðàë ïðè íàõîæäåíèè ïåðâîîáðàçíûõ è/èëè ïðèáëèæåííûå âû÷èñëåíèÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, ðåøåíèå (3.27) îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî çàïè-
ñàòü ïî ôîðìóëå Áàððîó

C(t) =

∫ t

0
e−s2

ds + C1

è, ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷èòü îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî ÄÓ â âèäå

y = Φ(t, C1) =

(∫ t

0
e−s2

ds + C1

)
et2 .

Èñïîëüçóÿ íà÷àëüíûå äàííûå t0 = 0, y0 = −1/2 , íàéäåì ïîäõîäÿùåå
çíà÷åíèå C1 = −1/2 è ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè:

y(t) =

(∫ t

0
e−s2

ds − 1

2

)
et2 . (3.28)

Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî t îïðåäåëåííûé èíòåãðàë â ýòîé ôîð-
ìóëå ìîæåò áûòü âû÷èñëåí íà êîìïüþòåðå ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè ÷èñ-
ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîâòîðèâ ýòè âû÷èñëåíèÿ äëÿ äîñòàòî÷íî ïðåä-
ñòàâèòåëüíîãî ÷èñëà çíà÷åíèé t èç èíòåðåñóþùåãî èíòåðâàëà I, ìîæíî
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ïîëó÷èòü òàáëèöó çíà÷åíèé èñêîìîãî ðåøåíèÿ y(t), ò. å. ïðèáëèæåííîå
ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è.

Â äàííîì ïðèìåðå ñèòóàöèÿ óïðîùàåòñÿ, ïîñêîëüêó òàê íàçûâàåìàÿ
ôóíêöèÿ îøèáêè

erf(t) =
2√
π

∫ t

0
e−s2

ds

ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé è çàòàáóëèðîâàíà, à ðåøåíèå (3.28) ìîæíî âûðà-
çèòü ÷åðåç íåå. Ñóùåñòâóþò è ñïåöèàëüíûå ìåòîäû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
ÄÓ, âîîáùå íå èñïîëüçóþùèå àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé â êàêîé - ëèáî
ôîðìå.

(4) Èç ôîðìóëû îáùåãî ðåøåíèÿ (3.26) íåòðóäíî ïîëó÷èòü ðåøåíèå
çàäà÷è Êîøè y(t0) = y0 äëÿ ÄÓ (3.18) , êîòîðîå ïðè t ∈ I äàåòñÿ ôîðìó-
ëîé 

y(t) = eA(t)
[
y0 +

∫ t

t0

e−A(s)b(s)ds

]
,

ãäå A(t) =

∫ t

t0

a(s)ds (t0 ∈ I) .

(3.29)

(Ïðîâåäèòå ñîîòâåòñòâóþùåå ðàññóæäåíèå). Îäíàêî ìû óáåäèìñÿ â ýòîì
íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé.

Âûïîëíåíèå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ î÷åâèäíî: ïðè t = t0 âñå èíòåãðàëû
â (3.29) çàíóëÿþòñÿ, à e 0 = 1.

Äàëåå, íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè (3.29). Ñ ó÷åòîì òåîðåìû Áàð-
ðîó ïîëó÷èì:

y ′(t) = eA(t)A ′(t)

[
y0 +

∫ t

t0

e−A(s)b(s)ds

]
+ eA(t)e−A(t)b(t) =

= a(t)y(t) + b(t) .

Ñëåäîâàòåëüíî, y(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (3.18) è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-
åì çàäà÷è Êîøè.

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è äëÿ ëèíåéíîãî ÄÓ (3.18)
ñóùåñòâóåò. Óáåäèìñÿ, ÷òî ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî.

Äîïóñòèì, ÷òî íà èíòåðâàëå I èìåþòñÿ êàêèõ-ëèáî äâà ðåøåíèÿ y(t)
è y(t) çàäà÷è Êîøè. Ðàññìîòðèì èõ ðàçíîñòü x(t) = y(t) − y(t) . Òîãäà
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x ′(t) = y ′(t) − y ′(t) = a(t)y(t) + b(t) − a(t)y(t) − b(t) = a(t)x(t) ,

ò. å. x(t) óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ x ′(t) = a(t)x ñ íóëåâûì
íà÷àëüíûì óñëîâèåì:

x(t0) = y(t0) − y(t0) = y0 − y0 = 0 .

Ñëåäîâàòåëüíî, x(t) ≡ 0 íà I, ò. å. ðåøåíèÿ y(t) è y(t) ñîâïàäàþò. �
Òåì ñàìûì, íàìè óñòàíîâëåíà âàæíàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèí-

ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî ÄÓ 1-ãî ïîðÿäêà.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü ôóíêöèè a(t), b(t) íåïðåðûâíû íà èíòåðâàëå I.
Òîãäà ïðè ëþáûõ t0 ∈ I, y0 ∈ R ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è

y ′ = a(t)y + b(t), y(t0) = y0

ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî íà I è äàåòñÿ ôîðìóëîé (3.29).

Îáñóäèì ýòó òåîðåìó.
Âî-ïåðâûõ, îíà ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ãëîáàëü-

íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè, îïðåäåëåííîãî íà ëþáîì èíòåðâàëå íåïðå-
ðûâíîñòè êîýôôèöèåíòîâ (â ÷àñòíîñòè, íà âñåé âðåìåííîé îñè, åñëè
I = R). Ýòî ñâîéñòâî îáóñëîâëåíî èñêëþ÷èòåëüíî ëèíåéíîñòüþ è ðåçêî
êîíòðàñòèðóåò ñî ñëó÷àåì íåëèíåéíûõ ÄÓ: ìû óæå âèäåëè â ï. 3.1, ÷òî
ðåøåíèå íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò óõîäèòü íà áåñêîíå÷íîñòü çà
êîíå÷íîå âðåìÿ, ò. å. íå ñóùåñòâîâàòü ãëîáàëüíî (äàæå ïðè ñêîëü óãîäíî
ãëàäêîé ïðàâîé ÷àñòè f).

Âî-âòîðûõ, òåîðåìà äàåò ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çà-
äà÷è ïðè ëþáûõ êîýôôèöèåíòàõ a(t), b(t) è íà÷àëüíûõ äàííûõ (t0, y0).
Ýòèì ìû òîæå îáÿçàíû ëèíåéíîñòè.

3.2.4. Óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè è Ðèêêàòè

Íåêîòîðûå íåëèíåéíûå ÄÓ ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê ëèíåéíûì ñ ïîìîùüþ
óäà÷íîé ïîäñòàíîâêè � ïåðåõîäà ê íîâîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè. Ìû
îñòàíîâèìñÿ ëèøü íà äâóõ òèïàõ òàêèõ ÄÓ.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Áåðíóëëè

y ′ = a(t)y + b(t)y n, ãäå n ̸= 0, n ̸= 1
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è a(t), b(t) - íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå âðåìåíè I.
Îíî ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó ÄÓ ïîäñòàíîâêîé

x = y 1−n ,

èç êîòîðîé äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè x(t) :

x ′ = (1 − n) y−n y ′ = (1 − n) y−n [a(t)y + b(t)y n] =

= (1 − n) a(t) x + (1 − n) b(t) ,

ò.å.
x ′ = (1 − n) a(t) x + (1 − n) b(t) .

Åñëè ðåøåíèå x(t) ýòîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ íàéäåíî, òî ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ Áåðíóëëè ïîëó÷àåòñÿ îáðàòíîé çàìåíîé

y(t) = [x(t)]
1

1−n .

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå Áåðíóëëè èìååò åùå è òðèâèàëüíîå ðåøå-
íèå y ≡ 0.

Ïðèìåð 3.10. Ðåøèì óðàâíåíèå Áåðíóëëè

y ′ + 2y = e t y 2 .

Åãî ðåøåíèÿ, îòëè÷íûå îò y ≡ 0, íàõîäèì ïîäñòàíîâêîé x = y1−2 = 1/y .
Òîãäà

x ′ = − 1

y 2 y ′ = − 1

y 2 (e t y 2 − 2y) = −e t + 2x ,

ò.å. x′ = 2x − e t. Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

x = e t + C e 2t

è îáðàòíîé çàìåíîé ïîëó÷àåì âñå íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ:

y =
(
e t + Ce 2t

)−1
. �

Ðàññìîòðèì òåïåðü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Ðèêêàòè

y ′ = a(t) y + b(t) y 2 + c(t)

(êâàäðàòè÷íîå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè). Â îáùåì ñëó÷àå ýòî
óðàâíåíèå íå ðåøàåòñÿ â êâàäðàòóðàõ. Åñëè èçâåñòíî îäíî ÷àñòíîå åãî
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ðåøåíèå y = y1(t), òî ïîäñòàíîâêîé x = y − y1 óðàâíåíèå Ðèêêàòè ñâî-
äèòñÿ ê óðàâíåíèþ Áåðíóëëè (ïðîâåðüòå). Ïðè c(t) ≡ 0 îíî ÿâëÿåòñÿ
÷àñòíûì ñëó÷àåì óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè (n = 2); êðîìå òîãî, ïîäñòàíîâ-
êà x = 1/y ïðèâîäèò åãî ê ëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ
îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè x(t):

x ′ + a(t) x + b(t) = 0 .

Îòìåòèì, ÷òî ÄÓ �âçðûâà� èç ïðèìåðà 3.2 è ëîãèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå
(ñì. ï. 1.3) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè.

3.2.5. ÄÓ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè

Òàê íàçûâàþòñÿ ÄÓ y ′ = f(t, y), ïðàâóþ ÷àñòü êîòîðûõ ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ èëè ÷àñòíîãî äâóõ ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò
ðàçíûõ àðãóìåíòîâ (îäíà îò t, äðóãàÿ � îò y).

Ìû ïðåäïîëîæèì, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî f èìååò âèä ÷àñòíîãî

f(t, y) =
p (t)

q(y)
,

ãäå ôóíêöèÿ p (t) íåïðåðûâíà íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå (a, b), à q(y) � íà
èíòåðâàëå (c, d), ãäå îíà íå îáðàùàåòñÿ â íóëü:

q(y) ̸= 0 íà (c, d) . (3.30)

Ò. î., ìû ðàññìàòðèâàåì íåëèíåéíîå ÄÓ

y ′ =
p (t)

q(y)
,

èëè � â äðóãîé ôîðìå �
q(y) y ′ = p (t) . (3.31)

(1) Ìíåìîíè÷åñêîå (ò. å. óäîáíîå äëÿ çàïîìèíàíèÿ) ïðàâèëî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (3.31) ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Çàìåíèì â íåì ïðîèçâîäíóþ y ′ åå îáîçíà÷åíèåì ÷åðåç äèôôåðåíöèà-
ëû ïåðåìåííûõ è ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå

q(y)
dy

dt
= p (t) .
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Ðàññìàòðèâàÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà êàê äðîáè è îáðà-
ùàÿñü ñ äèôôåðåíöèàëàìè dy, dt êàê ñ êîíå÷íûìè âåëè÷èíàìè, îñòàâèì
âñå âûðàæåíèÿ ñ y â îäíîé ÷àñòè, à ñ t - â äðóãîé. Ýòî ðàçäåëåíèå ïåðå-
ìåííûõ ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ â äèôôåðåíöèàëàõ

q(y)dy = p (t)dt .

Èíòåãðèðóÿ ëåâóþ ÷àñòü ïî y, à ïðàâóþ ïî t, ïîëó÷èì

Q(y) = P (t) + C , (3.32)

ãäå

Q(y) =

∫
q(y)dy, P (t) =

∫
p(t)dt , (3.33)

� ëþáûå ïåðâîîáðàçíûå ôóíêöèé q, p íà èíòåðâàëàõ (c, d) è (a, b) ñîîò-
âåòñòâåííî , à C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Ðàâåíñòâî (3.32) íåÿâíî çàäàåò îáùåå ðåøåíèå ÄÓ (3.31); ÷òîáû íàéòè
åãî â ÿâíîì âèäå, íóæíî ïîñëå âçÿòèÿ èíòåãðàëîâ (3.33) âûðàçèòü èç
óðàâíåíèÿ (3.32) y êàê ôóíêöèþ t è C â âèäå y = φ(t, C).

Îáîñíîâàíèþ ìåòîäà ïðåäïîøëåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

Ïðèìåð 3.11. Ðåøèì óðàâíåíèå

3y 2y ′ = 2 t (y3 + 1) .

Ïåðåìåííûå â íåì ðàçäåëÿþòñÿ è óðàâíåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ ê ñëåäóþùå-
ìó

3y2dy

y 3 + 1
= 2 tdt ïðè y ̸= −1 .

Èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì

ln |y3 + 1| = t2 + C, y ̸= −1.

Îáùåå ðåøåíèå ïîëó÷åíî â íåÿâíîì âèäå. Åãî ìîæíî ïîëó÷èòü ÿâíî îò-
äåëüíî â ïîëóïëîñêîñòÿõ y < −1 è y > −1:

y =


3
√

exp(t 2 + C) − 1 , åñëè y > −1 ,

3
√

− exp(t 2 + C) − 1 , åñëè y < −1 .

Çàìåòèì, ÷òî åùå îäíî îñîáîå ðåøåíèå y ≡ −1 íåëüçÿ ïîëó÷èòü èç ýòîãî
ðàâåíñòâà.
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Âûäåëèì ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

y(0) = 0 > −1 .

Äëÿ íàõîæäåíèÿ C ïîëó÷àåì óðàâíåíèå eC − 1 = 0, îòêóäà C = 0 è
ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è òàêîâî:

y = 3
√

exp(t 2) − 1 .

Ïðèìåð 3.12. Ðàññìîòðèì ïðîñòîå íåëèíåéíîå óðàâíåíèå

y′ = − t

y
, y ̸= 0.

Çäåñü p (t) = −t, q(y) = y è q ̸= 0 íà èíòåðâàëàõ (−∞, 0) è (0, +∞).
Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå

y
dy

dt
= −t

è ðàçäåëèì ïåðåìåííûå:
y dy = −t dt .

Îòñþäà èíòåãðèðîâàíèåì ïîëó÷àåì

1

2
y2 = −1

2
t2 + C ,

èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî,
y2 = − t2 + C .

Çäåñü ïîñòîÿííàÿ C > 0 ïîñêîëüêó

y2 + t2 = C è y ̸= 0 .

Ïîýòîìó óäîáíî ïîëîæèòü C = c 2 ãäå c > 0 è ïåðåïèñàòü ðåçóëüòàò
èíòåãðèðîâàíèÿ â âèäå

y2 = c 2 − t 2, y ̸= 0 .

Òàêîâà íåÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ ðåøåíèé äàííîãî ÄÓ.

Ïîëó÷åííîå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî y çàäàåò íåñêîëüêî
íåÿâíûõ ôóíêöèé. Âîò íåêîòîðûå èç íèõ âìåñòå ñ èíòåðâàëàìè îïðåäå-
ëåíèÿ:
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y = φ1(t, c) =
√

c 2 − t2 , t ∈ (−c, c) ,

y = φ2(t, c) = −
√

c 2 − t2 , t ∈ (−c, c) ,

y = φ3(t, c) =

{ √
c 2 − t2 , t ∈ (−c, 0]

−
√

c 2 − t2 , t ∈ (0, c) ,

y = φ4(t, c) =


−
√

c 2 − t2 , t ∈ (−c,−c/2]
√

c 2 − t2 , t ∈ (−c/2, c/2)

−
√

c 2 − t2 , t ∈ [c/2, c) .

Ãðàôèêè ýòèõ ôóíêöèé èçîáðàæåíû íà ðèñ.3.12. Îäíàêî ëèøü ïåðâûå
äâå èç íèõ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ îáùèìè ðåøåíèÿìè ÄÓ íà èíòåðâàëå
(−c, c) : φ1 â ïîëóïëîñêîñòè y > 0 , à φ2 � â ïîëóïëîñêîñòè y < 0.
Ôóíêöèè φ3, φ4 ðàçðûâíû è íå ìîãóò áûòü ðåøåíèÿìè ÄÓ.

Ðèñ. 3.12

157



×òîáû íàéòè ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè, íóæíî âûáðàòü, êà-
êîé èç ôóíêöèé � φ1 èëè φ2 � íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ. Íàïðèìåð,
âîçüìåì íà÷àëüíîå óñëîâèå

y(0) = 3 > 0 .

Òîãäà ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü φ1. Èç ðàâåíñòâà 3 =
√

c2 íàõîäèì ïîäõîäÿ-
ùåå c = 3 è ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè y =

√
9 − t2.

Ïðèìåð 3.13. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

t
√

1 − y2 + y
√

1 − t2 y ′ = 0.

ßñíî, ÷òî îíî èìååò ñìûñë ïðè t ∈ [−1, 1], y ∈ [−1, 1]. Ðàçðåøèì åãî
îòíîñèòåëüíî y′

y ′ = −t
√

1 − y2

y
√

1 − t2
.

Âèäíî, ÷òî ýòî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðå-
ìåííûìè, ïðè÷åì çíà÷åíèÿ t = ±1 è y = 0 íåîáõîäèìî èñêëþ÷èòü. Ðàç-
äåëåíèå ïåðåìåííûõ äàåò óðàâíåíèå

y dy√
1 − y2

= − t dt√
1 − t2

è ýòî òðåáóåò èñêëþ÷åíèÿ çíà÷åíèé t = ±1. Çíà÷èò, ìåòîä �ðàáîòàåò�
ïðè

t ∈ (−1, 1) è y ∈ (−1, 0) èëè y ∈ (0, 1) .

Èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì ðåøåíèå â íåÿâíîì âèäå:√
1 − y2 = −

√
1 − t2 + C , (3.34)

ãäå C > 0. Ïåðåõîä ê ÿâíîìó ðåøåíèþ òðåáóåò àíàëèçà îòäåëüíûõ ñëó-
÷àåâ è åãî ìîæíî îïóñòèòü ââèäó ãðîìîçäêîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè

y ≡ 1, t ∈ (−1, 1) è y ≡ −1, t ∈ (−1, 1)

òàêæå óäîâëåòâîðÿþò èñõîäíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ, íî èõ
íåëüçÿ ïîëó÷èòü èç ôîðìóëû (3.34) íè ïðè êàêèõ C. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî
îñîáûå ðåøåíèÿ äàííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.
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Ðàññìîòðåííûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè ðåøåíèè íåëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íåîáõîäèìî âíèìàòåëüíî ñëåäèòü çà îá-
ëàñòÿìè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â äàííîå äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå, è óñëîâèÿìè êîððåêòíîñòè ïðèìåíÿåìîãî ìåòîäà (â äàííîì
ñëó÷àå � ýòî óñëîâèå (3.30)). �

(2) Çàéìåìñÿ òåïåðü îáîñíîâàíèåì ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.

Ñ ýòîé öåëüþ ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ t ∈ (a, b) è y 0 ∈ (c, d)
è âîçüìåì â êà÷åñòâå ïåðâîîáðàçíûõ Q, P â (3.33) ôóíêöèè

Q(y) =

∫ y

y0

q(x)dx, P (t) =

∫ t

t0

p (s)ds .

Òîãäà ðàâåíñòâî (3.32) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå∫ y

y0

q(x)dx −
∫ t

t0

p (s) ds − C = 0 .

Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ àðãóìåíòîâ
t, y, C, êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç F (t, y, C). Òîãäà (3.34) � ýòî óðàâíåíèå
âèäà

F (t, y, C) = 0 ,

êîòîðîå äîëæíî íåÿâíî çàäàâàòü îáùåå ðåøåíèå y = φ(t, C) äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3.31).

Óáåäèìñÿ, ÷òî ëîêàëüíî � â îêðåñòíîñòè òî÷êè (t0, y 0, C = 0) � äåëî
îáñòîèò èìåííî òàê. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé î íåÿâíîé ôóíê-
öèè.

à) Âî-ïåðâûõ, ïðè t = t 0, y = y 0, C = 0 ðàâåíñòâî (3.34) âûïîëíÿåòñÿ.
Âî-âòîðûõ, ôóíêöèÿ F ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé â ñèëó òåîðåìû Áàððîó. Êðîìå
òîãî, ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

F ′
y(t 0, y 0, C) = q(y)|y=y 0

= q(y 0) ̸= 0

â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ (3.30). Òåì ñàìûì, âñå óñëîâèÿ òåîðåìû î íåÿâíîé
ôóíêöèè âûïîëíåíû è, ñëåäîâàòåëüíî, â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè O òî÷êè
(t = t 0 , C = 0) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ

y = φ(t, C) , (3.35)
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óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâàì

F (t, φ(t, C), C) = 0 , (t, C) ∈ O , (3.36)

φ(t 0, 0) = y 0 . (3.37)

á) Ïðîâåðèì, ÷òî ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì C (äîñòàòî÷íî ìàëîì ïî
ìîäóëþ) ôóíêöèÿ (3.35) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ (3.31). Äëÿ ýòîãî ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî t ðàâåíñòâî (3.36) ñ ó÷åòîì
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè F . Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæ-
íîé ôóíêöèè, ïîëó÷èì

Ft
′(t, φ(t, C), C) + Fy

′(t, φ(t, C), C)
dφ(t, C)

dt
= 0 ,

èëè, ÷òî òî æå,

q(φ(t, C))
dφ(t, C)

dt
= p (t) .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî φ � ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3.31). �
Èç ïðèâåäåííîãî ðàññóæäåíèÿ è ðàâåíñòâà (3.37) ñëåäóåò, ÷òî ðåøå-

íèå çàäà÷è Êîøè äëÿ äàííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ çàäàåòñÿ
ðàâåíñòâîì (3.34) ïðè C = 0. Ò.å., ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ÷åðåç
êàæäóþ òî÷êó (t0, y 0) ïðÿìîóãîëüíèêà

a < t < b, c < y < d

ïðîõîäèò èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3.31). Áî-
ëåå òîãî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îíà åäèíñòâåííà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ
(3.30); ïðèìåðû 3.11, 3.13 ïîêàçûâàþò, ÷òî åãî íàðóøåíèå ìîæåò ïðèâå-
ñòè ê ïîÿâëåíèþ îñîáûõ ðåøåíèé è íååäèíñòâåííîñòè.

Äðóãèå òèïû ÄÓ îïèñàíû â çàäà÷àõ 3.36 � 3.40, 3.56 � 3.61 âìåñòå ñ
ìåòîäàìè èõ ðåøåíèÿ.

Çàäà÷è

3.21. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
è ðåøåíèå c óêàçàííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:

à) y ′ = y, y(0) = 1; á) y ′ + 3y = 12, y(0) = 10;

â) 2y ′ + 1
2 y = 12, y(0) = 10; ã) y ′ = 5, y(0) = 1;

ä) y ′ = 6y − 6, y(0) = 3; å) y ′ + 2y = 4, y(0) = 3.
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3.22. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå êàæäîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ è
ïîëó÷èòü èç íåãî ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì y(1) = 1:

à) y ′ = 5 − y; á) y ′ = t − y;

â) y ′ = y − t2; ã) ty ′ + (1 − t)y = e 2 t;

ä) y ′ = y3/t3; å) y ′ = t3/y3.

3.23. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå êàæäîãî ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ íà óêàçàííîì èíòåðâàëå âðåìåíè:

à) y ′ = −y/t + sin t, t > 0 ;

á) t2 y ′ + 3ty = (sin t)/t, t < 0 ;

â) ty ′ + 2y = e t, t > 0 ;

ã) y ′ + (tg t)y = t sin2t, −π

2
< t <

π

2
.

3.24. Íàéòè ðåøåíèå ñ çàäàííûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì è óêàçàòü èí-
òåðâàë åãî ñóùåñòâîâàíèÿ:

à) ty ′ + 2y = t2 − t + 1, y(1) =
1

2
;

á) ty ′ + y = et, y(1) = 1 ;

â) ty ′ + 2y = sin t, y(π) =
1

π
;

ã) y ′ + (ctg t)y = 4 sin t, y(−π/2) = 0;

ä) t(2 + t)y ′ + 2(1 + t)y = 1 + 3t 2, y(−1) = 1 ;

å) y ′ + y = 1/(1 + t2), y(0) = 0.

3.25. Â êàæäîì èç ñëåäóþùèõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé åñòü êîýôôèöèåíò, ðàçðûâíûé â òî÷êå t = 0. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ
ïðè t > 0 è èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ðåøåíèé ïðè t → 0 äëÿ ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèé ïîñòîÿííîé èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñäåëàòü íàáðîñîê íåñêîëüêèõ èí-
òåãðàëüíûõ êðèâûõ.

à) y ′ + 2y/t = 1/t 2 ; á) y ′ − y/t = t ;

â) y ′ − y/t = t1/2 ; ã) y ′ + y/t = (cos t)/t.

3.26. Ïîñòðîèòü ñåìåéñòâî èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ äëÿ äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ èç ïðèìåðà 3.9.
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3.27. à) Ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y ′ − 2ty = 1, y(0) = y0

èìååò âèä

y = e t2
[√

π

2
erf(t) + y0

]
(ñì. ïðèìåð 3.9).

á) Ïîñòðîèòü ñåìåéñòâî èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ.

3.28. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè:

à) t2y ′ + 2ty − y3 = 0 ;

á) y ′ = ry − ky2 (ëîãèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå) ;

â) y ′ = ay − by3 , a, b > 0.

3.29. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ è óêàçàòü îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèé. Â
ñëó÷àå çàòðóäíåíèé ïðåäúÿâëÿéòå ðåøåíèÿ â íåÿâíîé ôîðìå.

à) y ′ = t2/y; á) y ′ = t2/[y(1 + t3)];

â) y ′ + y 2 sin t = 0; ã) y ′ = 1 + t + y 2 + ty 2;

ä) y ′ = (cos 2 t)(cos 2 2y); å) ty ′ = (1 − y 2)1/2 ;

æ)
dy

dt
=

t − e−t

y + ey
; ç)

dy

dt
=

t2

1 + y2 .

3.30. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷ Êîøè è óêàçàòü èíòåðâàë åãî îïðåäåëåíèÿ
(õîòÿ áû ïðèáëèæåííî).

à) (sin 2t)dt + (cos 3y)dy = 0, y(π/2) = π/3;

á) tdt + ye−tdy = 0, y(0) = 1;

â)
dx

dt
=

r2

t
, x(1) = 2;

ã) y ′ = 2t/(y + t2y), y(0) = −2;

ä) y ′ = ty3(1 + t2)−1/2, y(0) = 1;

å) y ′ = 2t/(1 + 2y), y(2) = 0;

æ) y ′ = t(t2 + 1)/4y3, y(0) = −1/
√

2.

162



3.31. Íàéòè ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è

y ′ = 3t2/(3y2 − 4), y(1) = 0

è óêàçàòü èíòåðâàë åãî ñóùåñòâîâàíèÿ.

Óêàçàíèå. Ïðè îïðåäåëåíèè èíòåðâàëà ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòèòü âíè-
ìàíèå íà òî÷êè, â êîòîðûõ dt/dy = 0.

3.32. Ðåøèòü óðàâíåíèå

y2(1 − t2)1/2dy = (sin t)−1dt

íà èíòåðâàëå −1 < t < 1.

3.33. Ðåøèòü óðàâíåíèå

dy

dt
=

a t + b

c t + d
,

ãäå a, b, c, d � êîíñòàíòû.

3.34. Ðåøèòü óðàâíåíèå

dy

dt
=

ay + b

cy + d
,

ãäå a, b, c, d � êîíñòàíòû.

3.35. Óáåäèòüñÿ, ÷òî â óðàâíåíèè

dy

dt
=

y − 4t

t − y
,

ïåðåìåííûå íå ðàçäåëÿþòñÿ, íî ïîäñòàíîâêà x = y/t ïðèâîäèò ê äèôôå-
ðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè x, t.

3.36. Îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ. Òàê íàçûâàþò äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ âèäà

y ′ = f
(y

t

)
,

â êîòîðûõ ïðàâàÿ ÷àñòü çàâèñèò îò îòíîøåíèÿ y/t.

à) Ñ÷èòàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå
(a, b), óáåäèòåñü, ÷òî îäíîðîäíîå óðàâíåíèå èìååò ñìûñë íà îòêðûòîì
ìíîæåñòâå òî÷åê ïëîñêîñòè (t, y), ãðàíèöó êîòîðîãî îáðàçóþò ïðÿìûå
y = at è y = bt.
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á) Ïîêàæèòå, ÷òî ïîäñòàíîâêà x = y/t ïðèâîäèò îäíîðîäíîå óðàâíå-
íèå ê óðàâíåíèþ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.

â) Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷åííîå
óêàçàííîé â á) ïîäñòàíîâêîé, ìîæåò èìåòü ïîñòîÿííûå ðåøåíèÿ âèäà
x = x = const, ãäå x � êîðåíü óðàâíåíèÿ f(x) = x. Êàêèå ðåøåíèÿ
èñõîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ èì ñîîòâåòñòâóþò?

3.37. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ñëåäóþùèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ÿâëÿ-
þòñÿ îäíîðîäíûìè è íàéòè èõ ðåøåíèÿ:

à) y ′ =
t + y

t
; á) y ′ = 2ydt − tdy ;

â) y ′ =
t2 + ty + y 2

t2
; ã) y ′ =

t2 + 3y 2

2ty
;

ä) y ′ =
4y − 3t

2t − y
; å) y ′ = −4t + 3y

2t + y
;

æ) y ′ =
t + 3y

t − y
; ç) (t2 + 3ty + y 2)dt − t2dy = 0 .

3.38. à) Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y ′ =
2y − t

2t − y
.

á) Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′ =
2y − t + 5

2t − y − 4
.

Óêàçàíèå. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå èç á) ïðèâîäèòñÿ ê ÄÓ èç à)
çàìåíîé ïåðåìåííûõ (t, y) íà (τ, x) ïî ôîðìóëàì t = τ − a, x = y − b,
ãäå ïîñòîÿííûå a, b ïîäáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû ïðåîáðàçîâàííîå óðàâíåíèå
áûëî îäíîðîäíûì.

Ðåøèòü îïèñàííûì â óêàçàíèè ñïîñîáîì äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-
íèÿ

â1) y ′ = −4t + 3y + 15

2t + y + 7
;

â2) y ′ =
t + 3y − 5

t − y − 1
.
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3.39. Ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå y′ = f(t, y) ñâîäèòñÿ ê îäíîðîäíîìó,
åñëè ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó

f(t, αt) = f(1, t),

ãäå α � äåéñòâèòåëüíûé ïàðàìåòð.

Èñïîëüçóÿ ýòîò ôàêò, îïðåäåëèòå, êàêèå èç ñëåäóþùèõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ñâîäÿòñÿ ê îäíîðîäíîìó:

à) y ′ =
t3 + ty + y3

t2y + ty2 ; á) y ′ = ln t − ln y +
t + y

t − y
;

â) y ′ =
(t2 + 3ty + 4y2)1/2

t + 2y
; ã) y ′ =

sin ty

t2 + y2 .

3.40 Óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå y ′ = f(t, y), â êîòîðîì ïðàâàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâèìà â âèäå

f(t, y) = −P (t, y)

Q(t, y)

ìîæíî çàïèñàòü â äèôôåðåíöèàëàõ

P (t, y)dt + Q(t, y)dy = 0 .

Îíî íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ èëè, êðàòêî,òî÷-
íûì, åñëè åãî ëåâàÿ ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ F (t, y), ÷òî F ′

t ≡ P (t, y),
F ′

y ≡ Q(t, y). Òàêàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì äàííîãî óðàâíå-
íèÿ èëè äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû ω = Pdt + Qdy (äëÿ íåå dF ≡ ω).

à) Ïóñòü P , Q �- ãëàäêèå ôóíêöèè íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå D ïëîñ-
êîñòè (t, y). Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîòåíöèàëà íà ìíîæåñòâå
D íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ òî÷íîñòè (óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìî-
ñòè)

P ′
y = Q′

t íà D

(�íàêðåñò âçÿòûå� ïðîèçâîäíûå P è Q äîëæíû áûòü ðàâíû).

Óêàçàíèå. Èñïîëüçîâàòü òåîðåìó ßíãà î íåçàâèñèìîñòè ñìåøàííûõ
ïðîèçâîäíûõ îò ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

á) Ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå y(t) óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äèôôåðåí-
öèàëàõ óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

F (t, y(t)) = C
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ïðè íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C. Ò.î., ôóíêöèÿ F îêàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííîé
âäîëü âñåõ ðåøåíèé äàííîãî ÄÓ. Ôóíêöèè ñ òàêèì ñâîéñòâîì íàçûâàþò
ïåðâûì èíòåãðàëîì óðàâíåíèÿ (è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîòåíöèàë åñòü ïåð-
âûé èíòåãðàë).

â) Âûâåñòè èç á), ÷òî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äèôôåðåí-
öèàëàõ çàäàåòñÿ íåÿâíî óðàâíåíèåì

F (t, y) = C ,

ãäå C ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

ã) Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå òî÷íîñòè. Ïðîâåðèòü, ÷òî ñëåäóþùèé àë-
ãîðèòì äàåò ôàêòè÷åñêèé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ïîòåíöèàëà:

Øàã 1. Íàõîäèì îáùèé âèä ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó
Ft

′(t, y) = P (t, y):

F (t, y) =

∫
P (t, y)dt + φ(y) ,

ãäå φ(y) � ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ (ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî t y

ñ÷èòàåòñÿ êîíñòàíòîé);

Øàã 2.Ïîäáèðàåì φ(y) òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî Fy
′(t, y) =

= Q(t, y), ò.e.

φ′(y) = Q − ∂

∂y

∫
P dt .

Ïðàâàÿ ÷àñòü â ýòîì ðàâåíñòâå íå áóäåò çàâèñåòü îò t â ñèëó óñëîâèÿ
òî÷íîñòè (ïðîâåðüòå). Ïîýòîìó φ ëåãêî íàõîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî y
ïðàâîé ÷àñòè. 3

Øàã 3. Íàéäåííóþ φ ïîäñòàâëÿåì â F èç øàãà 1 è ïîëó÷àåì ïîòåíöèàë
(ïåðâûé èíòåãðàë)

F (t, y) =

∫
P (t, y) dt +

∫ [
Q(t, y) −

∫
P (t, y) dt

]
dy. �

3Bce ðàññìîòðåíèÿ, êàê îáû÷íî, âåäóòñÿ íà íåêîòîðîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå D îáëàñòè îïðåäå-
ëåíèÿ äàííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Íî â ýòîì ìåñòå îòêðûòîñòè íå äîñòàòî÷íî: íàäî
ñ÷èòàòü D âûïóêëûì ìíîæåñòâîì, èëè, áîëåå îáùî, îäíîñâÿçíûì. Îäíîñâÿçíîå ìíîæåñòâî ñîäåð-
æèò âñå òî÷êè, ëåæàùèå âíóòðè ëþáîé íåñàìîïåðåñåêàþùåéñÿ êðèâîé èç D ñ ñîâïàäàþùèìè êîí-
öàìè (òàêîå ìíîæåñòâî íå èìååò "äûð"). Äåëî â òîì, ÷òî èç óñëîâèÿ �gt(t, y) ≡ íà D è g - ãëàäêàÿ
ôóíêöèÿ� íå ñëåäóåò, ÷òî g íå çàâèñèò îò t íà D (!), åñëè D íå îäíîñâÿçíî. Åñëè D âûïóêëî, èëè
îäíîñâÿçíî, òî óñëîâèå ïîòåíöèàëüíîñòè äîñòàòî÷íî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîòåíöèàëà.
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Â çàäà÷àõ (3.41) � (3.52) îïðåäåëèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè óðàâíåíèÿ òî÷íûìè
(ñì. çàäà÷ó 3.40), è, â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà, íàéòè ðåøåíèÿ.

3.41. (2 t + 3) + (2 y − 2)y ′ = 0

3.42. (3 t2 − 2 ty + 2)dt + (6y2 − t2 + 3)dy = 0

3.43. (2 ty2 + 2y) + (2 t2y + 2 t)y ′ = 0

3.44. (2 t + 4 y) + (2 t − 2 y)y ′ = 0

3.45.
dy

dt
= −at + by

bt + cy

3.46.
dy

dt
= −at − by

bt − cy

3.47. (et sin y − 2y sin t)dt + (et cos y + 2 cos t) dy = 0

3.48. (et sin y + 3y)dt − (3t − et sin y) dy = 0

3.49. (yety cos 2t − 2 tety sin 2t + 2t)dt + (tety cos 2t − 3)dy = 0

3.50. (y/t + 6t) dt + (ln t − 2) dy = 0, t > 0

3.51. (t ln y + ty) dt + (y ln t + ty) dy = 0, t, y > 0

3.52.
tdt

(t2 + y2)3/2 +
y dy

(t2 + y2)3/2 = 0

3.53. Ïîêàçàòü, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
x

t
+ [ ln(tx) + 1] x ′ = 0 , t, x > 0

ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì, íàéòè îáùåå ðåøåíèå è íà÷åðòèòü íåñêîëüêî èíòå-
ãðàëüíûõ êðèâûõ.

3.54. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè è îïðåäåëèòü (õîòÿ áû ïðèáëèæåííî) îá-
ëàñòü îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ:

à) (2t − y)dt + (2y − t)dy = 0, y(1) = 3 ;

á) (3t2 + y + 1)dt − (4y − t)dy = 0, y(1) = 0 .

3.55. Íàéòè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ
ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè, è çàòåì ðåøèòü èõ ñ íàéäåííûì çíà÷åíèåì a:

à) (ty2 + at2y)dt + (t + y)t2 dy = 0 ;

á) (ye2ty + t)dt + ate2tydy = 0 .
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3.56. Èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü. Åñëè äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíå-
íèå Pdt + Qdy = 0 íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì, òî ìîæíî ïîïûòàòüñÿ íàéòè
òàêóþ ãëàäêóþ ôóíêöèþ m(t, y) ̸= 0, ÷òî �äîìíîæåííîå� óðàâíåíèå

m(t, y) × [P (t, y)dt + Q(t, y)dy] = 0

ñòàíåò òî÷íûì. Òàêàÿ ôóíêöèÿ, åñëè îíà ñóùåñòâóåò, íàçûâàåòñÿ èíòå-
ãðèðóþùèì ìíîæèòåëåì èñõîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Â
ñèëó óñëîâèÿ m(t, y) ̸= 0, ðåøåíèÿ �äîìíîæåííîãî� óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ
è ðåøåíèÿìè èñõîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

à) Ïîêàçàòü, ÷òî m(t, y) = (ty 2)−1 ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóþùèì ìíîæè-
òåëåì óðàâíåíèÿ

(y2 + ty)dt + t2dy = 0

è íàéòè åãî ðåøåíèå.

á) Ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå òî÷íîñòè äëÿ �äîìíîæåííîãî� óðàâíåíèÿ ñâî-
äèòñÿ ê ðàâåíñòâó

P m′
y − Qm′

t + (Py − Qt) m = 0 .

Îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè m(t, y). Ðåøàòü òàêîå óðàâíåíèå íè-
÷óòü íå ïðîùå èñõîäíîãî. Ïîýòîìó ïðàêòè÷åñêè èíòåãðèðóþùèé ìíî-
æèòåëü íàõîäÿò ïîäáîðîì, èëè èñïîëüçóþò ÷àñòíûå ïðèåìû, îïèñàííûå
íèæå â çàäà÷àõ 3.57, 3.58, 3.60, 3.61.

3.57. Åñëè óðàâíåíèå Pdt + Qdy = 0 äîïóñêàåò ñóùåñòâîâàíèå èíòå-
ãðèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ, çàâèñÿùåãî òîëüêî îò t, èëè òîëüêî îò y, òî îí
íàõîäèòñÿ äîâîëüíî ïðîñòî.

à) Ïîêàçàòü, ÷òî çàâèñÿùèé òîëüêî îò t èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü
m(t) äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ

dm

dt
=

P ′
y − Q′

t

Q
m .

Òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü çàâèñèò òîëüêî îò t òî è ìíîæèòåëü ïðè m ñïðàâà
äîëæåí çàâèñåòü òîëüêî îò t. Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ òî÷íîñòè
äëÿ íàõîæäåíèÿ m(t) ïîëó÷àåì ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå.

á) Ïîêàçàòü, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

(3ty + y2) + (t2 + ty)
dy

dt
= 0
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èìååò èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëüm(t), ò.å. âûïîëíåíî óñëîâèå òî÷íîñòè,
ïðèâåäåííîå â à). Íàéòè ìíîæèòåëü è ðåøèòü ÄÓ.

â) Ïîëó÷èòü óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ, çà-
âèñÿùåãî òîëüêî îò y.

3.58. à) Ïîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dy

dt
= ay + b(t)

äîïóñêàåò èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü e−at.

á) Èñïîëüçóÿ à), íàéòè ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è

y′ = −2y + e−t, y(0) =
3

4
.

â) Ïîêàçàòü, ÷òî îáùåå ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

y′ = a(t)y + b(t)

äîïóñêàåò èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü

m(t) = exp

(
−

∫
a(t)dt

)
.

ã) Èñïîëüçóÿ ìåòîä çàäà÷è â), ðåøèòü óðàâíåíèÿ:

ã1) y′ = 2y + t2e2t; ã2) y′ = −1

t
y + 3 cos 2t, t > 0.

3.59. Ïîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ
òî÷íûìè, íî èìåþò óêàçàííûé èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü. Ðåøèòü óðàâ-
íåíèÿ.

à) t2y3 + t(1 + y2)y′ = 0, m(t, y) = 1/ty3;

á)

(
sin y

y
− 2e−t sin t

)
dt+

(
cos y + 2e−t cos t

t

)
dy = 0, m(t, y) = ety;

â) y dt + (2t − yey)dy = 0, m(t, y) = y;

ã) (t + 2) sin y dt + t cos y dy = 0, m(t, y) = tet .
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3.60. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè M = (Q′
t − P ′

y)/Q çàâèñèò òîëüêî îò y òî
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå P +Qy′ èìååò èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü

m(y) = exp

(∫
M(y)dy

)
.

3.61. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè

R = (Q′
t − P ′

y)/(tP − yQ)

çàâèñèò òîëüêî îò ïðîèçâåäåíèÿ ty, òî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
P + Qy′ = 0 èìååò èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü m(ty) (çàâèñÿùèé îò
ïðîèçâåäåíèÿ ty). Íàéòè ôîðìóëó äëÿ íàõîæäåíèÿ ýòîãî ìíîæèòåëÿ.

3.62. Íàéòè èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü è ðåøèòü ñëåäóþùèå óðàâíå-
íèÿ:

à) (3t2y + 2ty + y3)dt + (t2 + y2)dy = 0 ;

á) y′ = 2e2t + y − 1 ;

â) dt + (t/y − sin y)dy = 0 ;

ã) ydt + (2ty − e−2y)dy = 0 ;

ä) etdt + (etctg t + 2y cosec y)dy = 0 ;

å)
[
4(t3/y2) + (3/y)

]
dt +

[
3(t/y2) + 4y

]
dy = 0 ;

æ)

(
3t +

6

y

)
+

(
t2

y
+ 3

y

t

)
dy

dt
= 0 .

Óêàçàíèå. Ñì. çàäà÷ó 3.61.

3.63. Èñïîëüçóÿ èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü

m(t, y) = [ty(2t + y)]−1 ,

ðåøèòü óðàâíåíèå

(3ty + y2) + (t2 + ty)y′ = 0.

Ïðîâåðèòü, ÷òî ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ òåì, ÷òî ïîëó÷åíî â
çàäà÷å 3.57 á) ñ äðóãèì èíòåãðèðóþùèì ìíîæèòåëåì.
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3.3. Äèíàìèêà ôèíàíñîâîãî àêòèâà

Â ýòîì ïóíêòå ìû ðàññìîòðèì ìîäåëè, ñâÿçàííûå ñ íàêîïëåíèåì ôè-
íàíñîâîãî àêòèâà, äîõîäíîñòü êîòîðîãî õàðàêòåðèçóåòñÿ ïåðåìåííîé ïðî-
öåíòíîé ñòàâêîé r(t), íà÷èñëÿåìîé íåïðåðûâíî. Åñëè òàêîé àêòèâ, áó-
äó÷è îäíàæäû ïðèîáðåòåí, â äàëüíåéøåì íå ïîäâåðãàåòñÿ èâåñòèðîâà-
íèþ èëè ðåèíâåñòèðîâàíèþ, òî åãî äèíàìèêà îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíûì îä-
íîðîäíûì ÄÓ S ′ = r(t)S, êîòîðîå ðàññìîòðåíî â ïðèìåðå 3.7. Çäåñü ìû
âîçüìåì çà îñíîâó ìîäåëü áþäæåòíîãî îãðàíè÷åíèÿ ïîòðåáèòåëÿ (ïðè-
ìåð 1.3), êîòîðàÿ ïðåäïîëàãàåò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ àêòèâà íà
òåêóùåå ïîòðåáëåíèå c(t), ÷òî ïðèâîäèò ê ëèíåéíîìó íåîäíîðîäíîìó ÄÓ

S ′(t) = r(t)S − c(t). (3.38)

(1) Àâòîíîìíûé ñëó÷àé. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïðîñòåéøèé ñëó÷àé, êîãäà
ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà è ñòðàòåãèÿ ïîòðåáëåíèÿ ïîñòîÿííû:

r(t) = r = const, c(t) = c = const > 0. (3.39)

Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (3.38) ñòàíîâèòñÿ àâòîíîìíûì è èìååò îäíó òî÷-
êó ðàâíîâåñèÿ S∗ = c/r. Êàê âèäíî èç ôàçîâîãî ïîðòðåòà, îíà íåóñòîé-
÷èâà: àêòèâ íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò ïðè S > S∗ è óáûâàåò ïðè S < S∗.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî åñëè èíâåñòîð ñêëîíåí ê �ñèáàðèòñòâó� è áóäåò
ðàñõîäîâàòü âêëàä ñî ñêîðîñòüþ c > òåêóùåãî ïðîöåíòíîãî äîõîäà rS òî
àêòèâ íåìèíóåìî áóäåò ïðîìîòàí : â íåêîòîðûé ìîìåíò T îêàæåòñÿ, ÷òî
S(T ) = 0 è âêëàä áóäåò ëèêâèäèðîâàí. ×òîáû ýòî ñëó÷èëîñü, äîñòàòî÷íî
âûáðàòü ïîòðåáëåíèå c > rS0, ãäå S0 - íà÷àëüíûé âêëàä.

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ìîäåëè ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì S(0) = S0 ìîæ-
íî ïîëó÷èòü ñ èñïîëüçîâàíèåì òî÷êè ðàâíîâåñèÿ ìåòîäîì ï. 3.2.3 (1),
êîòîðûé ïðèâîäèò ê ôîðìóëå

S(t) = S∗ + (S0 − S∗)ert, t > 0. (3.40)

Îíà ïîäòâåðæäàåò ñäåëàííûå êà÷åñòâåííûå âûâîäû è, â ÷àñòíîñòè, ïîç-
âîëÿåò ÿâíî íàéòè âðåìÿ ïîëíîãî ïðîìàòûâàíèÿ àêòèâà ñèáàðèòîì. (Íàé-
äèòå åãî.)
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(2) Ïåðåìåííàÿ ñòðàòåãèÿ óïðàâëåíèÿ àêòèâîì, è êóñî÷íî ãëàäêèå
ðåøåíèÿ. Ïóñòü òåïåðü âìåñòî æåñòêîé ïîñòîÿííîé ñòðàòåãèè ïîòðåá-
ëåíèÿ èíâåñòîð âûáèðàåò èçìåíÿþùóþñÿ âî âðåìåíèÿ ñòðàòåãèþ c(t),
êîòîðàÿ äîïóñêàåò íå òîëüêî ïîòðåáëåíèå, íî èíâåñòèðîâàíèå â êàêèå-òî
ïðîìåæóòêè âðåìåíè (ò. å. c(t) ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ < 0).

Â ýòîé ñèòóàöèè óðàâíåíèå ñòàíîâèòñÿ íåàâòîíîìíûì, è ìû ñòàëêèâà-
åìñÿ ñ íåêîòîðûìè îñîáåííîñòÿìè; îíè çàñòàâëÿþò ðàñøèðèòü ïîíÿòèå
ðåøåíèÿ ÄÓ è îòêàçàòüñÿ îò åãî ãëàäêîñòè. Ñâÿçàíî ýòî ñî ñâîéñòâàìè
âîçìîæíûõ ñòðàòåãèé êàê ôóíêöèé âðåìåíè.

Äåéñòâèòåëüíî, äîïóñòèì, ÷òî èíâåñòîð âûáðàë êóñî÷íî ïîñòîÿííóþ
ñòðàòåãèþ óïðàâëåíèÿ àêòèâàìè:

c(t) =

{
c1, t ∈ [0, t1]
c2, t > t1,

(3.41)

ãäå t1 > 0 � íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè, à c1, c2 ðàçëè÷íûå ïîñòîÿííûå
(ñêàæåì, c1 > 0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïîòðåáëåíèþ àêòèâà, à c2 < 0, ò. å.
ïðè t > t1 ïðîèñõîäèò èíâåcòèðîâàíèå).

Ôîðìàëüíî ìåòîäû ï. 3.2.3 è òåîðåìà 3.1 íå ïðèìåíèìû, ïîñêîëüêó
îíè ïðåäïîëàãàþò íåïðåðûâíîñòü ïî âðåìåíè âñåõ êîýôôèöèåíòîâ ëè-
íåéíîãî ÄÓ, à ôóíêöèÿ (3.41) ðàçðûâíà ïðè t = t1. Íî â äàííîì ñëó÷àå
çàòðóäíåíèå ëåãêî ïðåîäîëåâàåòñÿ.

Âî-ïåðâûõ, âñïîìíèì, ÷òî êóñî÷íî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè ìîæíî èí-
òåãðèðîâàòü, ðàçáèâàÿ ïðîìåæóòîê èíòåãðèðîâàíèÿ íà îòðåçêè íåïðå-
ðûâíîñòè è ñóììèðóÿ èíòåãðàëû ïî íèì. Ïîýòîìó âñå ôîðìóëû ï. 3.2.3
èìåþò ñìûñë ïðè êóñî÷íî íåïðåðûâíûõ êîýôôèöèåíòàõ a(t), b(t).
Â ÷àñòíîñòè, ýòî îòíîñèòñÿ è ê ôîðìóëå (3.29), äàþùåé ðåøåíèå çàäà-
÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî ÄÓ. Ïðàâäà, òåïåðü óæå y(t) áóäåò íå ãëàä-
êîé, à êóñî÷íî ãëàäêîé ôóíêöèåé âðåìåíè: îíà áóäåò íåïðåðûâíà ïðè
âñåõ t, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé íà êàæäîì èíòåðâàëå íåïðåðûâ-
íîñòè ôóíêöèé a(t), b(t), íî â òî÷êàõ ðàçðûâà a(t) èëè b(t) ïðîèçâîäíîé
y′(t) íå áóäåò ñóùåñòâîâàòü.

×òîáû îõâàòèòü âàæíûå äëÿ ïðèëîæåíèé ìîäåëè ñ ðàçðûâíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè, åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü êóñî÷íî ãëàäêèå ðåøåíèÿ ÄÓ,
óäîâëåòâîðÿþùèå åìó âñþäó, êðîìå òî÷åê ðàçðûâà ïðîèçâîäíîé (ìîìåí-
òîâ ðàçðûâà êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ). Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðå-
íèÿ èíòåãðàëüíûå êðèâûå êóñî÷íî ãëàäêèõ ðåøåíèé áóäóò èìåòü óãëî-
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âûå òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå ìîìåíòàì âðåìåíè, â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ
ðåøåíèÿ íå ñóùåñòâóåò.

Âî-âòîðûõ, íàõîäèòü êóñî÷íî ãëàäêèå ðåøåíèÿ ìîæíî ïóòåì ïîñëåäî-
âàòåëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ëèíåéíîãî ÄÓ íà ïðîìåæóòêàõ íåïðåðûâíî-
ñòè êîýôôèöèåíòîâ ñ íåïðåðûâíîé ñòûêîâêîé â òî÷êàõ ðàçðûâà êîýô-
ôèöèåíòîâ.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ðàçðûâíîé ñòðàòåãèè (3.41) ìû äîëæíû
ñíà÷àëà íàéòè ðåøåíèå íà îòðåçêå [0, t1], èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå

S ′ = rS − c1

ñ çàäàííûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì S(0) = S0. Ýòî àâòîíîìíîå ÄÓ èìååò
ðåøåíèå

S(t) =
c1

r
+

(
S0 −

c1

r

)
ert, t ∈ [0, t1] , (3.42)

êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ (3.40). Òåì ñàìûì, òðàåêòîðèÿ
íà îòðåçêå [0, t1] íàéäåíà è, â ÷àñòíîñòè, èçâåñòíî çíà÷åíèå

S(t1) = S1 =
c1

r
+

(
S0 −

c1

r

)
ert1 . (3.43)

Äëÿ íåïðåðûâíîé ñòûêîâêè ïðèíèìàåì åãî çà íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ ñëå-
äóþùåãî ïðîìåæóòêà íåïðåðûâíîñòè t ≥ t1 è ðåøàåì íà íåì óðàâíåíèå

S ′ = rS − c2. (3.44)

Ýòî äàåò íàì ñëåäóþùèé êóñîê òðàåêòîðèè

S(t) =
c2

r
+

(
S1 −

c2

r

)
er(t−t1), t ≥ t1. (3.45)

Âìåñòå ñ ðàâåíñòâàìè (3.42), (3.43) ýòà ôîðìóëà îïèñûâàåò êóñî÷íî ãëàä-
êîå ïðè âñåõ t ≥ 0 ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåå ñòðàòå-
ãèè (3.41).

Äîïóñòèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî îáëàäàòåëü àêòèâà ðåøèë ñíà÷àëà
�ïðîìîòàòü� ïîëîâèíó íà÷àëüíîãî àêòèâà ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ c1 > 0,
à çàòåì ïîääåðæèâàòü àêòèâ íà ïîñòîÿííîì óðîâíå (= S0/2). Ïîëüçóÿñü
íàéäåííûì ðåøåíèåì, ìîæíî íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèé ìîìåíò t1 îêîí-
÷àíèÿ ïåðèîäà �ñèáàðèòñòâà�, à òàêæå ñêîðîñòü èíâåñòèðîâàíèÿ c2 ïðè
t ≥ t1. Òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå S(t1) äîëæíî ðàâíÿòüñÿ S1 = S0/2 òî
ôîðìóëà (3.43) ïðèíèìàåò âèä

S0

2
=

c1

r
+

(
S0 −

c1

r

)
ert1.
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Îòñþäà ïóòåì ïðåîáðàçîâàíèÿ è ëîãàðèôìèðîâàíèÿ íàéäåì èñêîìûé ìî-
ìåíò t1:

t1 =
1

r
ln

rS0 − 2c1

2(rS0 − c1)
.

Ñêîðîñòü èíâåñòèðîâàíèÿ c2 íàéäåì èç óñëîâèÿ ïîñòîÿíñòâà àêòèâà ïðè
t ≥ t1: ôóíêöèÿ S(t) ≡ S0/2 äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ÄÓ (3.44), ÷òî äàåò
ðàâåíñòâî

0 = r
S0

2
− c2 .

Îòñþäà ïîëó÷àåì c2 = rS0/2.

(3)Îáùèé íåàâòîíîìíûé ñëó÷àé è äèñêîíòèðîâàíèå. Âåðíåìñÿ òåïåðü
ê îáùåìó óðàâíåíèþ àêòèâà (3.38), ñ÷èòàÿ r(t) è c(t) çàäàííûìè êóñî÷-
íî íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè íà ïîëóïðÿìîé t > 0. Òîãäà, â
ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (3.29), êóñî÷íî ãëàäêîå ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì S(0) = S0 çàïèøåòñÿ â âèäå

S(t) = eR(t)
[
S0 −

∫ t

o

e−R(s)c(s) ds

]
, (3.46)

ãäå

R(t) =

∫ t

o

r(s) ds .

Ò. î., áóäóùàÿ ñòîèìîñòü àêòèâà ìåíÿåòñÿ ïîä âëèÿíèåì ñòàâêè ïðîöåíòà
è ñòðàòåãèè åãî èñïîëüçîâàíèÿ.

Ðàçðåøàÿ ðàâåíñòâî (3.46) îòíîñèòåëüíî S0, ïîëó÷èì ôîðìóëó

S0 = e−R(t)S(t) +

∫ t

o

e−R(s)c(s) ds .

Îíà óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó òåêóùåé öåíîé àêòèâà S0, åãî áóäóùåé
ñòîèìîñòüþ è ñóììàðíûì ïîòðåáëåíèåì àêòèâà (ïðè c(t) ≥ 0)). Ïðè
ýòîì ñòîèìîñòü áóäóùåãî àêòèâà è ïîòîê ïîòðåáëåíèÿ äèñêîíòèðóþòñÿ
ðûíî÷íîé ñòàâêîé ïðîöåíòà: îòäàëåííûå âî âðåìåíè àêòèâ è ïîòðåáëåíèå
îöåíèâàþòñÿ íèæå áëèæàéøèõ.

(4) Óðàâíåíèå àðáèòðàæà. Ðàññìîòðèì èíâåñòîðà, êîòîðûé ðåøàåò
âîïðîñ î ïðèîáðåòåíèè àêòèâà, äàþùåãî ïðàâî íà ïåðèîäè÷åñêè ïîëó÷àå-
ìûé èëè êóïîííûé äîõîä C(t) (ðàçìåðíîñòü - äåíüãè â åäèíèöó âðåìåíè),
à òàêæå äîõîä îò ïðèðîñòà àêòèâà. Ïóñòü V (t) - ñòîèìîñòü ïðåäïîëàãà-
åìîãî àêòèâà. Èíâåñòîð âëîæèò ñðåäñòâà â ïðèîáðåòåíèå àêòèâà, åñëè
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ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü îò èíâåñòèöèé, ò. å. êóïîííûé äîõîä è ïðèðîñò
ñòîèìîñòè àêòèâà, áóäåò ïî êðàéíåé ìåðå íå ìåíüøå, ÷åì äîõîä, ãàðàí-
òèðîâàííûé íàäåæíûì êîììåð÷åñêèì áàíêîì ñî ñòàâêîé ïðîöåíòà r. Çà
äîñòàòî÷íî ìàëûé îòðåçîê âðåìåíè ∆t äåíåæíûé äåïîçèò â áàíêå ïðè-
íåñåò èíâåñòîðó äîõîä â rV (t)∆t äåí. åä., à äîõîä îò àêòèâà ñîñòàâèò

C(t)∆t + (V (t + ∆t) − V (t)) .

Ñôîðìóëèðîâàííîå óñëîâèå èíâåñòèðîâàíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå íåðà-
âåíñòâà

rV (t)∆t ≤ C(t)∆t + (V (t + ∆t) − V (t)) . (3.47)

Îäíàêî íà ðàçâèòîì (ýôôåêòèâíîì) ôèíàíñîâîì ðûíêå ñòðîãîå íåðàâåí-
ñòâî çäåñü íåâîçìîæíî ïî êðàéíåé ìåðå â òå÷åíèå äîñòàòî÷íî äëèòåëüíî-
ãî âðåìåíè, ïîñêîëüêó òîãäà âîçìîæåí àðáèòðàæ - ïîëó÷åíèå äîïîëíè-
òåëüíîãî äîõîäà çà ñ÷åò ïðîñòîãî ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ñðåäñòâ. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïðè íåðàâåíñòâå �<� èíâåñòîðàì áóäåò âûãîäíî çàíèìàòü äåíüãè
â áàíêå è âêëàäûâàòü â äàííûé àêòèâ, çàðàáàòûâàÿ íà íåñîâåðøåíñòâå
ðûíêà. Óâåëè÷åíèå çàÿâîê íà çàéìû çàñòàâèò áàíê ïîäíÿòü ïðîöåíò, à
óâåëè÷åíèå ïîêóïîê ïîâûñèò åãî öåíó, ñîêðàòèâ äîõîäíîñòü. Ìîæíî ïî-
ëàãàòü, ÷òî ýòè ïðîöåññû áóäóò ïðîèñõîäèòü äî òåõ ïîð, ïîêà â (3.47)
âîññòàíîâèòñÿ ðàâåíñòâî -ñâîåîáðàçíîå ðûíî÷íîå ðàâíîâåñèå.

Åñëè òåïåðü â (3.47) çàìåíèòü çíàê íåðàâåíñòâà íà ðàâåíñòâî, ïîäå-
ëèòü íà ∆t è ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè ∆t → 0, òî ïîëó÷èì äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå àðáèòðàæà

rV (t) = C(t) +
dV (t)

dt
. (3.48)

Îíî îòðàæàåò óñëîâèå îòñóòñòâèÿ àðáèòðàæíîé ïðèáûëè è èãðàåò âàæ-
íóþ ðîëü â òåîðèè ýôôåêòèâíûõ ôèíàíñîâûõ ðûíêîâ.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ àðáèòðàæà ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì V (0) = V0 îïè-
ñûâàåòñÿ ôîðìóëîé, âïîëíå àíàëîãè÷íîé (3.46). Ýòî ðåøåíèå â ïðÿìîì
âðåìåíè � îò t = 0 â ñòîðîíó âîçðàñòàíèÿ t èëè, òàê ñêàçàòü, �âïåðåä-
ñìîòðÿùåå� ðåøåíèå. Îäíàêî, äëÿ ìíîãèõ ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ åñòå-
ñòâåííî ñ÷èòàòü èçâåñòíûì íå íà÷àëüíîå óñëîâèå, à êîíå÷íîå � çíà÷åíèå
ðåøåíèÿ â íåêîòîðûé ìîìåíò T > 0. Íàïðèìåð, ñòîèìîñòü àêòèâà â áóäó-
ùèé ìîìåíò T ìîæåò áûòü îãîâîðåíà óñëîâèÿìè êîíòðàêòà êàê íàðèöà-
òåëüíàÿ ñòîèìîñòü äîëãà (ñóììà, âçÿòàÿ âçàéìû, âìåñòå ñ ïðîöåíòàìè).
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Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.48) èùåòñÿ â îáðàòíîì âðåìåíè �
îò t = T ê t = 0 ñ êîíå÷íûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

V (T ) = VT . (3.49)

Ýòî "íàçàäñìîòðÿùåå"ðåøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü îáû÷íûì ìåòîäîì âàðè-
àöèè ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé, âûáðàâ ïîñòîÿííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ òàê,
÷òîáû âûïîëíèëîñü êîíå÷íîå óñëîâèå (3.49). Íî ìîæíî ñâåñòè êîíå÷íóþ
çàäà÷ó ê íà÷àëüíîé ïóòåì îáðàùåíèÿ âðåìåíè � ââåäåíèÿ íîâîé íåçàâè-
ñèìîé ïåðåìåííîé τ = T − t. Êîãäà t óáûâàåò îò T äî 0, τ âîçðàñòàåò îò
0 äî T ; äëÿ ôóíêöèè

x(τ) = V (T − τ)

ïîëó÷àåì ÄÓ

dx

dτ
= −rx + c(τ), ãäå c(τ) = C(T − τ) , (3.50)

è íà÷àëüíîå óñëîâèå

x(0) = V (T ) = VT . (3.51)

(Çàìåòèì, ÷òî îáðàùåíèå âðåìåíè ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòîé ñìåíå çíàêà â
ÄÓ; ñðàâíèòå (3.50) ñ (3.48).) Çàäà÷à (3.50), (3.51) èìååò ðåøåíèå

x(τ) = e−rτ

[
VT +

∫ τ

0
eτsc(s)ds

]
.

Èç íåãî, îáðàòíîé çàìåíîé

V (t) = x(T − t), τ = T − t,

ïîëó÷àåì ðåøåíèå êîíå÷íîé çàäà÷è (3.48), (3.49):

V (t) = er(t−T )
[
VT −

∫ t

T

er(T−s)C(s)ds

]
. (3.52)

(Ïðîâåðüòå.)

Ðåøåíèå (3.52) ïîêàçûâàåò, ÷òî ðûíî÷íàÿ ñòîèìîñòü äîëãà ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé äèñêîíòèðîâàííóþ íàðèöàòåëüíóþ ñòîèìîñòü äîëãà, ñêîð-
ðåêòèðîâàííóþ íà âåëè÷èíó äèñêîíòèðîâàííîé ñòîèìîñòè êóïîííûõ âû-
ïëàò.
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Çàäà÷è

3.64. Íà÷àëüíàÿ ñóììà S0 âëîæåíà íà áàíêîâñêèé äåïîçèò ïî ãîäîâîé
ñëîæíîé ñòàâêå r%, íà÷èñëÿåìîé íåïðåðûâíî.

à) Íàéòè âðåìÿ T (êàê ôóíêöèþ ñòàâêè r), íåîáõîäèìîå äëÿ óäâîåíèÿ
âêëàäà.

á) Êîíêðåòèçèðîâàòü T , åñëè r = 7%.

â) Íàéòè ïðîöåíòíóþ ñòàâêó, ïðè êîòîðîé ïåðâîíà÷àëüíàÿ ñóììà óäâà-
èâàåòñÿ çà 8 ëåò.

3.65. Ñòóäåíò, íå èìåþùèé íà÷àëüíîãî êàïèòàëà, èíâåñòèðóåò v ðóá.
åæåãîäíî íà áàíêîâñêèé âêëàä ïî ñòàâêå r%. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âëîæå-
íèÿ è íà÷èñëåíèÿ ïðîöåíòîâ ïðîèçâîäÿòñÿ íåïðåðûâíî.

à) Îïðåäåëèòü íàðàùåííóþ ñóììó S(t) äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìå-
íè t.

á) Åñëè r = 7, 5%, òî êàêèìè äîëæíû áûòü åæåãîäíûå èíâåñòèöèè v,
÷òîáû ÷åðåç 40 ëåò ïîëó÷èòü 1 ìëí. ðóáëåé ïðîöåíòíûõ äåíåã?

â) Åñëè v = 2000 ðóá., òî êàêîé äîëæíà áûòü ñòàâêà r, ÷òîáû ÷åðåç
40 ëåò ïîëó÷èòü 1 ìëí. ðóáëåé äîõîäà?

3.66. Íàéòè íàðàùåííóþ ñóììó çà 20 ëåò äëÿ êàæäîé èç ñëåäóþùèõ
ñòðàòåãèé èíâåñòèðîâàíèÿ, åñëè ãîäîâàÿ ñëîæíàÿ ñòàâêà ñîñòàâëÿåò 8%
è íà÷èñëÿåòñÿ íåïðåðûâíî.

à) Íè÷åãî ïåðâîíà÷àëüíî, à çàòåì 1500 ðóá. åæåãîäíî â òå÷åíèå 20 ëåò.

á) 10000 ðóá. ïåðâîíà÷àëüíî è äàëåå ïî 1000 ðóá. åæåãîäíî â òå÷åíèå
20 ëåò.

â) 20000 ðóá. ïåðâîíà÷àëüíî è äàëåå ïî 500 ðóá. åæåãîäíî â òå÷åíèå
20 ëåò.

ã) 30000 ðóá. ïåðâîíà÷àëüíî è íè÷åãî áîëåå â òå÷åíèå 20 ëåò.

ä) 5000 ðóá. ïåðâîíà÷àëüíî, çàòåì ïî 500 ðóá. â òå÷åíèå 10 ëåò è ïî
2000 ðóá. â ïîñëåäóþùèå 10 ëåò.

Çàìåòüòå, ÷òî â êàæäîì ñëó÷àå ñóììàðíûå èíâåñòèöèè ñîñòàâëÿþò
30000 ðóá. (à ñðîê íàêîïëåíèÿ 20 ëåò).
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3.67. Ïåíñèîíåð èñïîëüçóåò ñâîé áàíêîâñêèé âêëàä äëÿ òåêóùåãî ïî-
òðåáëåíèÿ, ñíèìàÿ ñ íåãî åæåãîäíî c ðóáëåé. Ñòàâêà ïî âêëàäó ðàâíà r
è íà÷èñëÿåòñÿ íåïðåðûâíî; ïðåäïîëîæèì, ÷òî è ðåèíâåñòèðîâàíèå íà òå-
êóùåå ïîòðåáëåíèå ïðîèñõîäèò íåïðåðûâíî è ðàâíîìåðíî.

à) Îïðåäåëèòü ñóììó íà âêëàäå S(t), åñëè ïåðâîíà÷àëüíî îíà ñîñòàâ-
ëÿëà S0 ðóá.

á) Ïðè çàäàííûõ S0 è r íàéòè ïîòðåáëåíèå c, ïðè êîòîðîì ñóììà
âêëàäà îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé.

â) Åñëè òåêóùåå ïîòðåáëåíèå c ïðåâîñõîäèò óðîâåíü, íàéäåííûé â á),
òî ñóììà âêëàäà áóäåò óìåíüøàòüñÿ è íåèçáåæíî èñ÷åðïàåòñÿ. Íàéòè
ìîìåíò âðåìåíè T , â êîòîðûé S(T ) = 0.

ã) Âû÷èñëèòü T (ñì. (â)), åñëè r = 8%, à c = 2c.

ä) Äîïóñòèì, ÷òî âêëàä÷èê ðàññ÷èòûâàåò èñïîëüçîâàòü âêëàä íå áîëåå
T ëåò. Êàêîé ìîæåò áûòü ìàêñèìàëüíàÿ íîðìà ïîòðåáëåíèÿ c ?

å) Êàêîé äîëæíà áûòü íà÷àëüíàÿ ñóììà âêëàäà, ÷òîáû åãî ìîæíî
áûëî èñïîëüçîâàòü T ëåò ïðè íîðìå ïîòðåáëåíèÿ 12000 è ñòàâêå 8%?

3.68. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñòðàòåãèé èíâåñòèöèé â áàíêîâñêèé âêëàä,
ðàññ÷èòàííûé íà 40 ëåò. Äëÿ êàæäîé èç ñòðàòåãèé íàéòè íàêîïëåííóþ
ñóììó S(40) è îòíîøåíèå S(40)/I, ãäå I - îáùàÿ ñóììà èíâåñòèöèé.

à) S0 = 3000 ðóá., v = 1200 ðóá./â ãîä., r = 8% â òå÷åíèå ïåðâûõ 20
ëåò è 10% äëÿ îñòàâøèõñÿ 20 ëåò.

á) S0 = 3000 ðóá., r = 8%, v = 1200 ðóá./â ãîä â òå÷åíèå ïåðâûõ 20
ëåò è v = 1800 ðóá/â ãîä â ñëåäóþùèå 20 ëåò.

â) S0 = 3000 ðóá., r = 8% , v = 1200 ðóá./â ãîä â òå÷åíèå ïåðâûõ 20
ëåò; â ñëåäóþùèå 20 ëåò v = 1800 ðóá/â ãîä, r = 10%.
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3.4. Ëîãèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå è ñâÿçàííûå ñ

íèì ìîäåëè

3.4.1. Èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ðåøåíèé

Ðàññìîòðèì ëîãèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

y′ = ay − by2, a, b > 0 . (3.53)

Î åãî ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèëîæåíèÿõ â ýêîëîãèè, ñîöèîëîãèè, ýêîíîìèêå
óæå ãîâîðèëîñü â ï. 1.3; ïîýòîìó îíî çàñëóæèâàåò îòäåëüíîãî èçó÷åíèÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî óðàâíåíèå (3.53) ìîäåëèðóåò äèíàìèêó ïîêàçàòåëÿ ñî-
ñòîÿíèÿ íåêîòîðîãî ïðîöåññà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî òåìï èçìåíåíèÿ ïî-
êàçàòåëÿ åñòü óáûâàþùàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ:

y′

y
= a − by.

(1) Èññëåäóåì êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ðåøåíèé è èíòåãðàëüíûõ êðè-
âûõ óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ ôàçîâîãî ïîðòðåòà è àíàëèçà ñàìîãî óðàâíå-
íèÿ.

Ýòî óðàâíåíèå àâòîíîìíî è èìååò äâå òî÷êè ðàâíîâåñèÿ y = 0 è
y∗ = a/b > 0. Èç ðèñ.3.13 âèäíî, ÷òî òî÷êà y = 0 àñèìïòîòè÷åñêè
íåóñòîé÷èâà, a y∗ óñòîé÷èâà. Êðîìå òîãî, äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëüíûõ
êðèâûõ ñðàçó îòìå÷àåì, ÷òî âñå ðåøåíèÿ âîçðàñòàþò ïî t ïðè y ∈ (0, y∗)
è óáûâàþò ïðè y < 0 è y > y∗. Íà ðàñøèðåííîé ôàçîâîé ïëîñêîñòè
(t, y) ýòèì äèàïàçîíàì èçìåíåíèÿ y ñîîòâåòñòâóþò ãîðèçîíòàëüíûå ïî-
ëîñû âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ ðåøåíèé ïî âðåìåíè.

Ðèñ. 3.13. Ôàçîâûé ïîðòðåò äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3.53)

179



Òåïåðü èññëåäóåì èíòåãðàëüíûå êðèâûå íà âûïóêëîñòü. Äëÿ ýòîãî íàì
íåîáõîäèìî âûÿñíèòü çíàê âòîðîé ïðîèçâîäíîé y′′ ðåøåíèé â ðàçëè÷íûõ
îáëàñòÿõ ïëîñêîñòè (t, y). Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ îáå
÷àñòè ÄÓ (3.53) ñëîæíûì îáðàçîì ïî t. Áóäåì èìåòü:

y′′ = (a − 2by)y′ = (a − 2by)(ay − by2) = a2y

(
1 − 2b

a
y

)(
1 − b

a
y

)
.

Âûïóêëîñòü èëè âîãíóòîñòü èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì
ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà. Äëÿ íàãëÿäíîñòè âíîâü óäîáíî èñïîëüçî-
âàòü ôàçîâóþ ïëîñêîñòü ñ âûäåëåííûìè íà íåé èíòåðâàëàìè ïîñòîÿíñòâà
çíàêà y′′, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.14. Ïîïóòíî ýòà äèàãðàììà äàñò èíôîð-
ìàöèþ î ìíîæåñòâå òî÷åê ïåðåãèáà èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ � îíè ñîâïà-
äàþò ñ òî÷êàìè, ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êîòîðûå y′′ ìåíÿåò çíàê. Â äàííîì
ñëó÷àå äèàãðàììà ïîêàçûâàåò, ÷òî èíòåãðàëüíûå êðèâûå âûïóêëû íà èí-
òåðâàëàõ y ∈ (0, a/2b), y > a/b è âîãíóòû ïðè y < 0 è y ∈ (a/2b, a/b).
Íà ïëîñêîñòè (t, y) ýòèì èíòåðâàëàì ñîîòâåòñòâóåò åù¼ îäíà ñåðèÿ ãîðè-
çîíòàëüíûõ ïîëîñ âûïóêëîñòè è âîãíóòîñòè.

Ðèñ. 3.14. Äèàãðàììà çíàêîâ y′′

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñëåäóþùåå îáñòîÿòåëüñòâî: â àâòîíîìíîì óðàâ-
íåíèè ïîëîñû ìîíîòîííîñòè è ïîëîñû âûïóêëîñòè îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî
ïåðåìåííîé ñîñòîÿíèÿ y è íå çàâèñÿò îò âðåìåíè. Èìåííî ïîýòîìó âñå îíè
îêàçûâàþòñÿ ãîðèçîíòàëüíûìè. Åñëè âñïîìíèòü, ÷òî èíòåãðàëüíûå êðè-
âûå àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ñäâèãà ïî âðåìå-
íè (ñì. ï. 3.1.7), òî îòìå÷åííîå îáñòîÿòåëüñòâî âïîëíå åñòåñòâåííî.

Àíàëèç ìîíîòîííîñòè è âûïóêëîñòè èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ëþáîãî àâ-
òîíîìíîãî ÄÓ âûäåëÿåò íà ïëîñêîñòè (t, y) âñåãî 4 òèïà ãîðèçîíòàëüíûõ
ïîëîñ ñ ðàçëè÷íûì ïîâåäåíèåì òðàåêòîðèé. Èõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëå-
äóþùåé òàáëèöåé âìåñòå ñ ìèêðîíàáðîñêîì êà÷åñòâåííîãî âèäà êðèâûõ
â êàæäîé èç ïîëîñ:
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y′ = dy/dt y′ = d2y/dt2 y(t) Êðèâàÿ

1 > 0 è âîçðàñòàåò > 0 âîçðàñòàåò è âûïóêëà

2 > 0 è óáûâàåò < 0 âîçðàñòàåò è âîãíóòà

3 < 0 è âîçðàñòàåò > 0 óáûâàåò è âûïóêëà

4 < 0 è óáûâàåò < 0 óáûâàåò è âîãíóòà

Âìåñòå ñ àíàëèçîì óñòîé÷èâîñòè òî÷åê ðàâíîâåñèÿ ïîëó÷åííîé èí-
ôîðìàöèè âïîëíå äîñòàòî÷íî äëÿ êà÷åñòâåííîãî íàáðîñêà ñåìåéñòâà èí-
òåãðàëüíûõ êðèâûõ ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (ðèñ.(3.15)). Õàðàêòåðíûå
S-îáðàçíûå êðèâûå, ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì y(0) = y0 ∈
∈ (0, a/2b) ïîëó÷èëè íàçâàíèå ëîãèñòè÷åñêèõ.

Ðèñ. 3.15. Èíòåãðàëüíûå êðèâûå ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

Ò.î., â îòëè÷èå îò äèñêðåòíîãî ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ðåøåíèÿ
åãî íåïðåðûâíîãî àíàëîãà âåäóò ñåáÿ âïîëíå ïðåäñêàçóåìî è ïîääàþòñÿ
àíàëèçó ýëåìåíòàðíûìè ìåòîäàìè.
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(2) Ðåøèì òåïåðü ëîãèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå àíàëèòè÷åñêè ñ íà÷àëü-
íûì óñëîâèåì y(0) = y0 > 0. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïî-ðàçíîìó: ñ îäíîé
ñòîðîíû, ýòî ÄÓ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, ïîñêîëüêó åãî ìîæíî
ïåðåïèñàòü â âèäå

dy(
1 − b

a
y

)
y

= a dt

(âîñïîëüçóéòåñü ýòèì è ïðîâåäèòå èíòåãðèðîâàíèå); ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ýòî óðàâíåíèå Ðèêêàòè, êîòîðîå ìîæíî ñâåñòè ê ëèíåéíîìó ïîäñòàíîâêîé

x(t) =
1

y(t)

(cì. ï. 3.2.3). Ìû âîñïîëüçóåìñÿ âòîðûì ñïîñîáîì.

Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî åñëè ìû èùåì ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì
y0 > 0 òî ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå y(t) îñòàíåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì (ýòî
ñëåäóåò èç êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà). Òåïåðü äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïîäñòà-
íîâêè íàéä¼ì óðàâíåíèå äëÿ x:

x′ = −ax + b ïðè÷¼ì x(0) = x0 =
1

y0
.

Ýòî àâòîíîìíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå èìååò òî÷êó ðàâíîâåñèÿ x∗ = b/a =
= 1/y∗ è ïîòîìó åãî ðåøåíèå ëåãêî íàéòè ìåòîäîì ï. 3.2.3 (1):

x(t) = x∗ + (x0 − x∗)e−at

(êîíå÷íî, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ è îáùåé ôîðìóëîé (3.29)). Îáðàùàÿ
ýòî ðàâåíñòâî, íàõîäèì èñêîìîå ðåøåíèå

y(t) =
1

x(t)
=

1

b

a
+

(
1

y0
− b

a

)
e−at

=
ay0

by0 + (a − by0)e−at
. (3.55)

Òàêîâî ÿâíîå óðàâíåíèå èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ïðè âñåõ y0 > 0. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî ïðè t → ∞ y(t) → y∗ = a/b â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ
êà÷åñòâåííûì àíàëèçîì.

Ìû âíîâü íàáëþäàåì ðàçèòåëüíûé êîíòðàñò ñ äèñêðåòíîé ëîãèñòè÷å-
ñêîé ìîäåëüþ, ðåøåíèÿ êîòîðîé àíàëèòè÷åñêè ïîëó÷èòü íåâîçìîæíî.

(3) ×òîáû äàòü ïðåäñòàâëåíèå î âîçìîæíûõ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèÿõ ïà-
ðàìåòðîâ ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè, âîñïðîèçâåäåì äàííûå äëÿ îäíîé èç ïî-
ïóëÿöèé ïàëòóñà â Òèõîì îêåàíå: a = 0, 71 (åñòåñòâåííûé òåìï ïðèðîñòà
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â ãîä), y∗ = 80, 5 · 106 êã., y0 = 0, 25y∗ (ñëåäîâàòåëüíî, y(t) � ýòî ïîêàçà-
òåëü áèîìàññû ïîïóëÿöèè â êèëîãðàììàõ). Èññëåäîâàòåëåé èíòåðåñîâàëî
âðåìÿ T , ÷åðåç êîòîðîå ïîïóëÿöèÿ äîñòèãíåò óðîâíÿ 0, 75y∗. Îíî îêàçà-
ëîñü ðàâíûì ≈ 3, 095 ãîäà.

3.4.2. Ìîäèôèêàöèè ìîäåëè

Âåðí¼ìñÿ ê êëàññè÷åñêîé òðàêòîâêå ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ êàê ìîäå-
ëè äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè (èëè áèîìàññû) áèîëîãè÷åñêîé ïîïóëÿöèè. Äî-
ïóñòèì, ÷òî, ñîãëàñíî ìíåíèþ ýêîëîãîâ, ìîäåëèðóåìàÿ ïîïóëÿöèÿ äîëæ-
íà ïîãèáàòü, åñëè òîëüêî å¼ ÷èñëåííîñòü îïóñòèòñÿ íèæå íåêîòîðîãî ïî-
ðîãîâîãî óðîâíÿ P . Òîãäà ëîãèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå íå ãîäèòñÿ, ïîñêîëüêó
äàæå ïðè ìàëûõ y åãî ðåøåíèÿ âîçðàñòàþò.

Ïîïðîáóåì ðàññìîòðåòü ìîäèôèöèðîâàííóþ ìîäåëü, êîòîðàÿ ïîëó÷à-
åòñÿ èç ÄÓ (3.53) ñìåíîé çíàêà ïðàâîé ÷àñòè, ò.å. èñïûòàåì ÄÓ âèäà

y′ = −ay + by2 = −ay
(
1 − y

P

)
, (3.56)

ãäå a, b > 0 è ââåäåíî îáîçíà÷åíèå P = a/b . Ýòî óðàâíåíèå èìååò òå æå
òî÷êè ðàâíîâåñèÿ y = 0 è y∗ = P , ÷òî è óðàâíåíèå (3.53) , íî ôàçîâûé
ïîðòðåò ñìåíèëñÿ: òåïåðü ðàâíîâåñèå y∗ îêàçàëîñü íåóñòîé÷èâûì, à y
óñòîé÷èâûì; ïðè ýòîì ìû äîáèëèñü æåëàòåëüíîãî ïîðîãîâîãî ýôôåêòà
ãèáåëè ïîïóëÿöèè, åñëè îíà îêàæåòñÿ â ñîñòîÿíèè y < y∗ = P (õîòÿ
ïîëíîñòüþ âûìåðåòü ïîïóëÿöèÿ âñ¼ æå íå ìîæåò).

Ïî ñóòè äåëà, âñ¼, ÷òî ìû ñäåëàëè ñ ëîãèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì, � ýòî
ñìåíèëè çíàê ïàðàìåòðîâ a, b, íî ýòî ïðèâåëî ê ðåçêîé ñìåíå êà÷åñòâåí-
íîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ. Êîãäà ÄÓ çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ è
ïðè èõ èçìåíåíèè êàðòèíà ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ðåçêî ìåíÿåòñÿ, òî ãîâî-
ðÿò, ÷òî â äàííîì óðàâíåíèè ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ. Â äàííîì ïðèìåðå
áèôóðêàöèÿ ïðîèçîøëà ïðè ïåðåõîäå ïàðàìåòðîâ a, b ÷åðåç íóëåâûå çíà-
÷åíèÿ; ýòè çíà÷åíèÿ íàçûâàþò áèôóðêàöèîííûìè.

Èòàê, ìîäåëü (3.56) îïèñûâàåò ïîðîãîâûé ýôôåêò. Îäíàêî îíà èìååò
ñåðü¼çíûé íåäîñòàòîê: åñëè ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè ïðåâûñèò y∗ = P , òî
îíà íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò. Ýòîò �ìàëüòóçèàíñêèé� íåäîñòàòîê òðåáó-
åò êîððåêöèè ìîäåëè � â åñòåñòâåííûõ óñëîâèÿõ ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè
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äîëæíà èìåòü íåêîòîðûé óðîâåíü ñòàáèëèçàöèè èëè íàñûùåíèÿ N > P .
×òîáû ñìîäåëèðîâàòü ýôôåêò íàñûùåíèÿ è èçáåæàòü íåîãðàíè÷åííîãî
ðîñòà ÷èñëåííîñòè, íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü îòðèöàòåëüíûé çíàê ïðàâîé
÷àñòè ÄÓ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ y. Ïðîùå âñåãî ýòîãî äî-
áèòüñÿ, äîáàâèâ â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3.56) åù¼ îäèí ìíîæèòåëü
(1 − y/N) ò.å. ïåðåéòè ê óðàâíåíèþ

y′ = −ay
(
1 − y

P

)(
1 − y

N

)
, N > P. (3.57)

Ïðè ýòîì ïîÿâëÿåòñÿ åù¼ îäíà òî÷êà ðàâíîâåñèÿ ỹ = N à ôàçîâûé ïîðò-
ðåò ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

Âèäíî, ÷òî ỹ óñòîé÷èâàÿ òî÷êà ðàâíîâåñèÿ, à ïðè y > P ìîæíî îæè-
äàòü ïîâåäåíèÿ èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ, ïîäîáíîãî ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè.

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî áëèçêàÿ ê (3.57) ìîäåëü èñïîëüçîâàëàñü â ÑØÀ
äëÿ îïèñàíèÿ ïîïóëÿöèè ãîëóáåé.

Çàäà÷è

3.69. Ðàññìîòðèì ïîïóëÿöèþ, äèíàìèêà êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ ëîãè-
ñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì dy/dt = ry(1 − y/N).

à) Íàéòè ìîìåíò âðåìåíè τ , â êîòîðûé ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè óäâî-
èòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ íà÷àëüíîé y0 = N/3. Êîíêðåòèçèðîâàòü ðåøåíèå
äëÿ ãîäîâîãî êîýôôèöèåíòà ðîñòà r = 0, 025.

á) Îáîçíà÷èì α = y0/N . Íàéòè ìîìåíò âðåìåíè T , â êîòîðûé y(T )/N =
= β, åñëè 0 < α, β < 1 (ò.å. â ìîìåíò T ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè äîëæíà
ñîñòàâèòü äîëþ β îò óðîâíÿ íàñûùåíèÿ N). Çàìåòüòå, ÷òî T → ∞, åñëè
α → 0 èëè β → 1. Íàéòè ìîìåíò âðåìåíè T äëÿ r = 0, 025.

3.70. Ðàññìîòðèì ìîäåëü äèíàìèêè ïîïóëÿöèè, ïðåäëîæåííóþ Ãîì-
áåòöîì

dy

dt
= ry ln

y

N
, r, N > 0.

à) Ñäåëàòü íàáðîñîê ãðàôèêà çàâèñèìîñòè dy/dt îò y, íàéòè òî÷êè
ðàâíîâåñèÿ è èññëåäîâàòü èõ íà óñòîé÷èâîñòü.
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á) Èññëåäîâàòü íà âûïóêëîñòü (âîãíóòîñòü) ãðàôèê y(t) äëÿ çíà÷åíèé
0 ≤ y ≤ N.

â) Ïîêàçàòü, ÷òî dy/dt â óðàâíåíèè Ãîìáåòöà íå ìîæåò áûòü ìåíüøå
dy/dt â ñîîòâåòñòâóþùåì ëîãèñòè÷åñêîì óðàâíåíèè, åñëè 0 ≤ y ≤ N.

3.71. à) Ðåøèòü óðàâíåíèå ìîäåëè Ãîìáåòöà ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
y(0) = y0.

Óêàçàíèå: Èñïîëüçóéòå çàìåíó ïåðåìåííîé x = ln(y/N).

á) Âû÷èñëèòü áèîìàññó ïîïóëÿöèè ÷åðåç 2 ãîäà (ò.å. y(2)), åñëè ãîäî-
âîé êîýôôèöèåíò ðîñòà r = 0, 71, óðîâåíü íàñûùåíèÿ N = 80, 5 · 106 êã
è x0/N = 0, 25.

â) Äëÿ èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è á) íàéäèòå èç ìîäåëè Ãîìáåòöà ìî-
ìåíò τ , â êîòîðûé y(τ) = 0, 75N .

3.72. Ïîëóóñòîé÷èâûå òî÷êè ðàâíîâåñèÿ. Èíîãäà âñòðå÷àþòñÿ òî÷êè
ðàâíîâåñèÿ óðàâíåíèÿ, êîòîðûå îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ðåøåíèÿ,
ëåæàùèå ñ îäíîé ñòîðîíû îò òî÷êè ðàâíîâåñèÿ, ñõîäÿòñÿ ê íåé, à ñ äðó-
ãîé � óõîäÿò îò íå¼. Òàêèå òî÷êè ðàâíîâåñèÿ íàçûâàþò ïîëóóñòîé÷èâûìè
(èíà÷å � øóíòîì). Ôàçîâûé ïîðòðåò óðàâíåíèÿ èìååò â ýòîì ñëó÷àå îäèí
èç äâóõ ñëåäóþùèõ âèäîâ:

- -r
y∗

� �r
y∗

à) Ðàññìîòðèòå óðàâíåíèå

dN

dt
= k(1 − N)2, ãäå k > 0.

Ïîêàçàòü, ÷òî N ∗ = 1 � åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ðàâíîâåñèÿ.

á) Ïîñòðîèòü ãðàôèê çàâèñèìîñòè dN/dt îò N . Ïîêàçàòü, ÷òî N âîç-
ðàñòàåò êàê ïðèN < 1 òàê è ïðèN > 1, òàê ÷òîN ∗ = 1 � ïîëóóñòîé÷èâàÿ
íåïîäâèæíàÿ òî÷êà.

â) Ðåøèòü äàííîå óðàâíåíèå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì N(0) = N0 è óáå-
äèòüñÿ àíàëèòè÷åñêè â ïðàâèëüíîñòè âûâîäîâ ïóíêòà á).

Ðàöèîíàëüíàÿ ýêñïëóàòàöèÿ áèîðåñóðñîâ. Ìíîãèå áèîëîãè÷åñêèå ðå-
ñóðñû ÿâëÿþòñÿ îáúåêòîì ýêîíîìè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè: âåä¼òñÿ èõ äîáû-
÷à ñ öåëüþ èñïîëüçîâàíèÿ â ïèùåâîé ïðîìûøëåííîñòè (íàïðèìåð, áàé-
êàëüñêîãî îìóëÿ), â ìåäèöèíå (æèð íåðïû, ìåäâåäÿ), ë¼ãêîé ïðîìûø-
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ëåííîñòè (ìåõ ñîáîëÿ, áåëêè) è ò.ä. Ìîäåëè áèîëîãè÷åñêèõ ïîïóëÿöèé,
ó÷èòûâàþùèå èõ äîáû÷ó, ïîëó÷àþòñÿ ìîäèôèêàöèåé ìîäåëåé �åñòåñòâåí-
íûõ� ïîïóëÿöèé, ïðåäîñòàâëåííûõ ñàìèì ñåáå. Íåêîòîðûå èç òàêèõ ìî-
äèôèêàöèé ñîäåðæàòñÿ â çàäà÷àõ 3.73 � 3.76. Çàìåòèì, ÷òî â ýòèõ ìîäå-
ëÿõ èíòåíñèâíîñòü äîáû÷è (êâîòà âûëîâà) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê
óïðàâëåíèå, íàöåëåííîå íà ðàöèîíàëüíîå èñïîëüçîâàíèå áèîðåñóðñà � îï-
òèìèçàöèþ ïðîöåññà äîáû÷è. Êàê ñòàíåò ÿñíî èç ðåøåíèÿ çàäà÷, òàêèå
ÿâëåíèÿ, êàê ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè, êàòàñòðîôû (ãèáåëü ïîïóëÿöèè), âîç-
íèêàþùèå ïðè äîáû÷å, äåëàþò çàäà÷è îïòèìèçàöèè óïðàâëåíèÿ âåñüìà
àêòóàëüíûìè.

3.73.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äèíàìèêà ðûáíîé ïîïóëÿöèè â åñòåñòâåííûõ
óñëîâèÿõ îïèñûâàëàñü ëîãèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì dy/dt = y − y2. Åñëè
ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà íà÷àëñÿ âûëîâ ïîïóëÿöèè ñ ïîñòîÿííîé èíòåíñèâ-
íîñòüþ v (ñêàæåì, òîíí â ãîä), òî óðàâíåíèå ìîäåëè ïðèìåò âèä

dy

dt
= y − y2 − v.

à) Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè v < 1/4, òî óðàâíåíèå èìååò äâå òî÷êè ðàâíî-
âåñèÿ y1, y2, y1 < y2 ; íàéòè ýòè òî÷êè.

á) Ïîêàçàòü, ÷òî y1 óñòîé÷èâà, à y2 íåóñòîé÷èâà.

â) Èñïîëüçóÿ ãðàôèê çàâèñèìîñòè dy/dt îò y óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè y0 >
> y1 y(t) → y1 åñëè t → ∞, à ïðè y0 < y1 y(t) → 0 åñëè t → ∞
(ïîïóëÿöèÿ ãèáíåò). Çàìåòüòå, ÷òî y = 0 íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàâíîâå-
ñèÿ ïðè v > 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîïóëÿöèÿ ãèáíåò çà êîíå÷íîå âðåìÿ.
(Îáúÿñíèòå ýòîò ôàêò).

ã) Ïóñòü òåïåðü v > 1/4. Ïîêàçàòü, ÷òî áèîìàññà ïîïóëÿöèè óìåíü-
øàåòñÿ äî íóëÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì çíà÷åíèè y0

(÷ðåçìåðíî èíòåíñèâíûé ïðîìûñåë).

ä) Ïóñòü v = 1/4. Ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå èìååò åäèí-
ñòâåííóþ òî÷êó ðàâíîâåñèÿ y∗ = 1/2 è îíà ïîëóóñòîé÷èâà (ñì.çàäà÷ó
3.72).

å) Ñäåëàéòå íàáðîñîê ñåìåéñòâà èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ äëÿ ñëó÷àåâ
0 < v < 1/4; v > 1/4; v = 1/4.

Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìàëüíàÿ êâîòà âûëîâà, êîòîðàÿ ìîæåò ïîääåð-
æèâàòü ïîïóëÿöèþ â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ, ðàâíà 1/4 è ñîîòâåòñâóåò ñòà-
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öèîíàðíîé òî÷êå y∗ = 1/2. Çàìåòüòå, ÷òî, âî-ïåðâûõ, â ýòîì ñîñòîÿíèè
åñòåñòâåííûé òåìï ïðèðîñòà ïîïóëÿöèè ìàêñèìàëåí è, âî- âòîðûõ, ïðè
ïåðåõîäå óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà v ÷åðåç êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå v = 1/4
êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ðåçêî ìåíÿåòñÿ, òî åñòü ïðîèñõîäèò
áèôóðêàöèÿ.

3.74.Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè è ãèáåëü ïîïóëÿöèè, íàáëþäàâøèåñÿ â ïðå�
äûäóùåé çàäà÷å, � äîâîëüíî ÷àñòîå ÿâëåíèå â ñèñòåìàõ ñ óïðàâëåíèåì,
åñëè îíî íàçíà÷àåòñÿ íå çàâèñÿùèì îò ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Íåãàòèâíûõ
ÿâëåíèé ìîæíî èçáåæàòü, ïóò¼ì ââåäåíèÿ óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ
v(y) çàâèñÿùåãî îò ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè.

Âîçüì¼ì, íàïðèìåð, óïðàâëåíèå, ïðîïîðöèîíàëüíîå ÷èñëåííîñòè: v =
= cv, ãäå c > 0 � ïàðàìåòð óïðàâëåíèÿ (êîòîðûé ìîæíî îïòèìèçèðî-
âàòü). Òîãäà äàííîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

dy

dt
= (1 − c)y − y2.

à) Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè c < 1 ýòî óðàâíåíèå èìååò äâå òî÷êè ðàâíîâåñèÿ;
íàéäèòå èõ è èññëåäóéòå íà óñòîé÷èâîñòü.

á) Ïîêàæèòå, ÷òî îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà c, ïðè êîòîðîì
èíòåíñèâíîñòü ïðîìûñëà â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè ïîïóëÿöèè ìàêñè-
ìàëüíà, ðàâíî 1/2. Óáåäèòåñü, ÷òî ïðè ýòîì v = 1/4, ò.å. ñîâïàäàåò ñ
êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì óïðàâëåíèÿ â ïðåäûäóùåé çàäà÷å. Îäíàêî, òå-
ïåðü ýòà ñòðàòåãèÿ íå âåä¼ò ê êàòàñòðîôå, êàê ïðè æ¼ñòêîì óïðàâëåíèè
áåç îáðàòíîé ñâÿçè.

3.75. Êàòàñòðîôà è áèôóðêàöèÿ â ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè ñ óïðàâëå-
íèåì. (Ñì. òàêæå äâå ïðåäûäóùèå çàäà÷è). Ðàññìîòðèì ðûáíóþ ïîïó-
ëÿöèþ, âûëîâ êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîñòîÿííîé èíòåíñèâíîñòüþ v (íå
çàâèñÿùåé îò ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â åñòåñòâåí-
íûõ óñëîâèÿõ äèíàìèêà ïîïóëÿöèè õîðîøî îïèñûâàëàñü ëîãèñòè÷åñêèì
óðàâíåíèåì dy/dt = ry(1−y/N). Òîãäà ñ ó÷¼òîì ïðîìûñëà ýòî óðàâíåíèå
ìîäèôèöèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dy

dt
= ry(1 − y/N) − v.

à) Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè v < rN/4, òî äàííîå óðàâíåíèå èìååò äâå òî÷êè
ðàâíîâåñèÿ y1, y2, y1 < y2 ; íàéòè ýòè òî÷êè.
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á) Ïîêàçàòü, ÷òî y1 óñòîé÷èâà, à y2 íåóñòîé÷èâà.

â) Èñïîëüçóÿ ãðàôèê çàâèñèìîñòè dy/dt îò y ïîêàçàòü, ÷òî åñëè íà-
÷àëüíàÿ ÷èñëåííîñòü y0 > y1, òî y(t) → y2 ïðè t → ∞, íî åñëè y0 < y1 òî
y(t) óáûâàåò ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè y0 < y1 ïðîèñõîäèò
êàòàñòðîôà � ïîïóëÿöèÿ ãèáíåò çà êîíå÷íîå âðåìÿ. (Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó
âðåìÿ êîíå÷íî.)

ã) Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè v > rN/4, òî y(t) óìåíüøàåòñÿ äî íóëÿ ñ òå-
÷åíèåì âðåìåíè (ãèáåëü ïðè ýêîëîãè÷åñêè íåäîïóñòèìîé èíòåíñèâíîñòè
ïðîìûñëà).

ä) Ïîêàçàòü, ÷òî ïðè v = rN/4 óðàâíåíèå èìååò îäíó ïîëóóñòîé÷èâóþ
òî÷êó ðàâíîâåñèÿ y∗ = N/2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïåðåõîäå óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà ÷åðåç çíà÷å-
íèå v∗ = rN/4 ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ, ïðè÷åì ìàêñèìàëüíî âîçìîæ-
íàÿ êâîòà âûëîâà â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè ïîïóëÿöèè â òî÷íîñòè ðàâíà
êðèòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ óïðàâëåíèÿ v∗ = rN/4 ïðè ñòàöèîíàðíîé òî÷êå
y∗ = N/2. Çàìåòüòå, ÷òî â ýòîé òî÷êå åñòåñòâåííûé ïðèðîñò ïîïóëÿöèè
(ïðè v = 0 )ìàêñèìàëåí.

å) Èçîáðàçèòå êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ äëÿ ñëó-
÷àåâ 0 < v < v∗; v > v∗; v = v∗.

3.76.Ñòàáèëèçàöèÿ ñèñòåìû ïðè óïðàâëåíèè ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ. Ïî-
òåðÿ óñòîé÷èâîñòè è êàòàñòðîôà â ïðåäûäóùåé çàäà÷å îáúÿñíÿåòñÿ æåñò-
êîé ñòðàòåãèåé óïðàâëåíèÿ: îíî íå çàâèñåëî îò ñîñòîÿíèÿ ïîïóëÿöèè.
Óñòîé÷èâîñòü òåðÿòüñÿ íå áóäåò, åñëè ââåñòè óïðàâëåíèå ñ îáðàòíîé ñâÿ-
çüþ v = v(y), çàâèñÿùåå îò ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè.

à) Ïîêàæèòå ýòî íà ïðèìåðå ëèíåéíîãî óïðàâëåíèÿ v = cy ïðè êîòî-
ðîì ëîãèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

dy

dt
= ry(1 − y/N) − cy

èçâåñòíûé êàê ìîäåëü Ñ÷åôåðà. Çàìåòèì, ÷òî ïðè òàêîì óïðàâëåíèè èí-
òåíñèâíîñòü ïðîìûñëà óâåëè÷èâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî ÷èñëåííîñòè ïî-
ïóëÿöèè, à êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ñòàíîâèòñÿ íîâûì óïðàâ-
ëÿþùèì ïàðàìåòðîì. Îí èìååò ðàçìåðíîñòü 1/âðåìÿ è õàðàêòåðèçóåò
îáùèå óñèëèÿ, çàòðà÷èâàåìûå íà äîáû÷ó ðûáû.
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á) Îïðåäåëèòå, ïðè êàêîì çíà÷åíèè óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà èíòåí-
ñèâíîñòü äîáû÷è â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè ìàêñèìàëüíà.

â) Êàê ìîæíî ìîäèôèöèðîâàòü ìîäåëè äâóõ ïðåäûäóùèõ çàäà÷, åñ-
ëè çà óïðàâëåíèå ïðèíÿòü íå èíòåíñèâíîñòü ïðîìûñëà, à ôèíàíñîâûå
çàòðàòû íà âûëîâ â åä. âðåìåíè?
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