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1.Примая на плоскости 
  Простейшим, впервые исследованным было уравнение 

Ax+By+C=0, определяющая на плоскости (прямую) линию, 
поэтому исторически возникла традиция уравнения и системы 
уравнений первой степени называть линейными. В данном 
пособии будут рассмотрены геометрические образы, 
определённые такими уравнениями. 

  Основным аппаратом будут методы векторной алгебры, в 
основном это следующие предложения: 

-два вектора коллинеарны (параллельны)  только тогда, 
когда они линейно зависимы; 

-три вектора компланарны (соплоскостны) только тогда, 
когда они линейно зависимы; 

-если векторы линейно зависимы, то в такой же линейной 
зависимости находятся их соответствующие координаты. 

      Кроме того необходимо твёрдое знание определений 
скалярного произведения  

                                        ),cos(),( bababa ⋅= , 

векторного  
1)[ ]ba , ┴ ;,ba  

2) тройка [ ]{ }baba ,,      ориентированная, как базисная 
тройка }{ kji ,, ; 

3) [ ]ba , = ϕsinba ⋅ , 

смешенного  произведения и вычисленных формул 
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где векторы даны своими координатами )(),(),(
_________

iii ccbbaa  

в декартовой системе координат (д.с.к). 
   Изложение аналитической геометрии кривых на плоскости 

подробно, так как имеет целью приучить к векторным методам 
рассмотрения соответствующих задач. 

   Основным здесь будет понятие годографа вектора 

функции 
______

)(tMM =   одного аргумента или 
______

),( vuMM = - вектор 
функции двух аргументов; в первом случае годографом -
геометрическим местом концов радиус-векторов M(t) –будет 
линия, во втором случае получаем поверхность. Случай 

линейности соответствующих вектор -функций    
___

)(tM , 
___

),( vuM  
относительно аргументов и будет предметом рассмотрения. 

 
                                                    

Рис.1 
 
1.1 Уравнение прямой на плоскости по точке и 

направляющему вектору 
Точку M, заданную радиусом- вектором M , будем 

записывать так )(MM , тогда произвольная (говорят «текущая») 



точка прямой будет  )(MM . Из условия коллинеарности  

MMMM ′−=′ ║ l , следует их линейная зависимость  
ltMM ⋅=′− , где t коэффициент этой зависимости. 

      
Получаем линейную вектор функцию  

ltMM ⋅−′= ,                           (1) 
 годографом, которой и является данная прямая. Полученное 

уравнение будем  
называть 

векторным 
уравнением прямой. 

Пусть в 
аффинной системе 
координат (а.с.к) 

}{ 21,,0 ee  точки и 

вектор l  заданы 
координатами: 

).,(),,(),,( 2121 nmlxxMxxM ′′′  Так как координаты точки  
Называются координатами её радиус- вектора, то это 

эквивалентно заданию векторов    
),(),,( 2121 xxMxxM ′′′  и из линейной зависимости (1) 

векторов следует линейная зависимость координат: 

                                     
ntxx

mtxx

⋅+′=
⋅+′=

22

11 ,
                            (2) 

Эти уравнения называются параметрическими 
уравнениями прямой. Изменяя параметр t в пределах ∞<<∞− t  
получим все точки прямой. Иногда желательно избавиться от 
этого вспомогательного параметра. Для этого находим 

n

xx
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m
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,

)( 2211 ′−
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= , что даёт соотношение                     
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называемоё каноническим уравнением прямой.  



 В д.с.к. по точке ),( 000 yxM  и вектору ),( nml  

каноническое уравнение записывается в виде                                   

n
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m

xx )()( 00 −
=

′−
                                                             (3а) 

Если даны точки  ),(),,( 222111 yxMyxM , то берём  

                         ),( 121221 yyxxMMl −−==  
Каноническое уравнение принимает вид  
  

                                         
12

1

12

1

yy

yy

xx

xx

−
−

=
−
−

                                 

(3б) 
 Если в уравнении (3) освободиться от знаменателей, то 

получим уравнение первой степени 
,0)( 1221 =⋅−⋅+⋅−⋅ xnxmxmxn  то есть уравнение вида 

                          002211 =++ axaxa                                             

(4) 
Из сравнения с предыдущим уравнением получаем важное 

для решения задач свойство: 
                       ),( 12 aal − ║ прямой (4).                                           

(5) 
В д.с.к. уравнение прямой записывается обычно в виде 
                                         Ax+By+C =0  
и называется общим уравнением прямой. В этом случае, 

как это следует из формулы (5), направляющим является  вектор 
),( ABl − . 

  
1.2 Уравнение прямой по точке и перпендикулярному 

вектору 
 
Задачи, связанные с вычислениями расстояний, углов, а 

значит и с условиями перпендикулярности, называется 
метрическими  и решаются до конца по координатам данных лишь 
в д.с.к. 



Пусть в д.с.к. задана точка )( 00 MM  и вектор N , 

перпендикулярный прямой. Искомое условие на радиус- вектор 
M  текущей точки имеет вид .0),( 0 =− MMN    

При координатном задании ),(),,(),,( 000 BANyxMyxM ,  

получаем уравнение  
                                    0)()( 00 =−+− yyBxxA  

 
называемое, как и первое, уравнением прямой по точке и 

перпендикулярному вектору. Практически же удобнее  
пользоваться формой  

                                        0)( 00 =⋅+⋅−⋅+⋅ yBxAyBxA . 

Итак, мы не только получили снова общее уравнение 
Ax+By+C=0 прямой в д.с.к., но и выяснили геометрический смысл 
коэффициентов при x и y:  

                                          ),( BAN  ┴ прямой. 
Пример. Найти уравнение перпендикуляра, опущенного из 

точки 0M (2,-3) на прямую  4x-5y+7=0. 

Вектор N (4,-5) является направляющим для 
перпендикуляра, поэтому записываем каноническое уравнение   

                                                    
5

3

4

2

−
+=− yx

. 

Ответ всегда записывается в общем виде: 5x+4y+2=0.  
 
1.3. Уравнение прямой с угловым коэффициентом 

 



Из общего уравнения  
002211 =++ axaxa           

можем получить 
равносильное  
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Воспользуемся вторым, переобозначив коэффициенты:  
                               bxkx +⋅= 12 . 
Геометрический смысл величины b ясен: точка Q(0,b) 

пересечения прямой с осью 2Ox  определяет величину b, которую 
потому называют начальной ординатой прямой. Следующее 
предложение характеризует величину k  в а.с.к 

Теорема.  ),1( kl ║ прямой  
 
Действительно 

),1(),(),0( 1121 kxkxxbxxMQ ==−−= ║ ),1( kl  
В д.с.к. геометрический смысл коэффициента k еще яснее: 

он равен тангенсу угла 
наклона прямой к оси 
абсцисс αtgk =    

 
 Пример. Найти 

уравнения прямых, 
проходящих через точку 

),7,5(0M под углом o30 к 

прямой 073 =−x   



Записывая уравнение в виде   

,73 −= xy получаем  3== αtgk . 
Искомые прямые образуют с осью Ox 
  углы α ± o30 , следовательно, 

(2,1 tgk = α ± o30 )=
11

3

1
3

301

30

µαµ
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o

o

tgtg

tgtg
 

Итак, .
3

3

3

1
, 21 ==∞= kk  Первая прямая, параллельна оси  

Oy, имеет уравнение x-5=0, вторая bxy +=
3

3
. Подставив 

координаты точки 0M , найдем коэффициент b. 

 
1.4 Угол между двумя прямыми 
 

1. Прямые 
22

11

lMM

ltMM

⋅+=

⋅+=

τ
, 

Заданные векторным уравнением, определяют 

ориентированный угол 
∧

= ),( 21 llϕ  вычисляющийся по формуле  

  
21

21 ),(
cos

ll

ll

⋅
=ϕ  

Очевидны условия   0),( 21 =ll  перпендикулярности 

и 21 ll ⋅= λ  параллельности прямых 

2. Прямые заданные уравнениями    
22

11

bxky

bxky

+=
+=

, 

определяют ориентированный угол ϕ . Как внешний угол 
треугольника  ϕαα += 12 , значит ).(, 1212 ααϕααϕ −=−= tgtg  



вычисляя и подставляя ,, 2211 ktgktg == αα  получаем  

12

12

1 kk

kk
tg

−
−

=ϕ . 

Запишем условия параллельности: 21 kk =  

и условие перпендикулярности прямых 
1

2

1

k
k =   

3. Для прямых заданных общим уравнениями 

0

0

222
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=++
=++

CyBxA

CyBxA
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222
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любой из углов между прямыми связан с углом между 

векторами 21, NN  соотношением  )ˆ,( 21 NN=ϕ , либо 

πϕ =+ )ˆ,( 21 NN , 
согласно известной 
теореме  об углах со 
взаимно 
перпендикулярными 
сторонами, поэтому  

21

21 ),(
cos

NN

NN

⋅
±=ϕ  

Условие 
параллельности  

21 NN ⋅= λ  или 
2

1

2

1

B

B

A

A
=  этих 

векторов есть условие параллельности прямых. Аналогично 
получаем условие перпендикулярности прямых: 

( 21, NN )=0 или 02121 =+ BBAA . 
 
1.5 Исследование общего уравнения 
 
Задачей является рассмотрение положения прямой при 

различных значениях коэффициентов её уравнения Ax+By+C=0. 



1.A=0.  Остается неполное уравнение 
B

C
y −=  или y=const. 

Получаем при различных значениях постоянной линии, 
параллельные оси Ox. В частном случае, при  y=0(C=0) получаем 
ось Ox. 

2.B=0. Аналогично предыдущему получаем семейство 
параллельных оси Oy линий, определяющихся неполным 
уравнением Ax+C=0, в частном случае саму ось Oy. Для решения 
важно запомнить 
вывод: Если в 
уравнении отсутствует 
какая- либо координата, 
то прямая параллельная  

соответствующей 
оси. 

Совокупность 
линий   

x=const, y=const 
называется  
координатной сетью. В 
а.с.к. координатная сеть 
имеет вид(см.рис.8)  

3. C=0. Получаем 
множество прямых 
проходящих через начало 
координат. 

3. A=B=0,C≠0.  
Получаем уравнение C=0 
Геометрический смысл которого выясним  в следующем разделе. 

 
1.6 Уравнение прямой в отрезках 
 
Уравнение Ax+By+C=0 при  A*B*C ≠0 можно привести к 

виду  



1=
−

+
−

B

C
y

A

С

x
 или   

1=+
b

y

a

x
 .Из чертежа ясен геометрический смысл значений 

a,b как взятых с определенным знаком отрезков, отсекаемых на 
осях координат. Поэтому уравнение называется уравнением в 
отрезках. 

Если в общем 
уравнении A,B→0,C≠0, то 
a,b→∞ . Следовательно, 
получаем бесконечно 
удаленную прямую 
плоскости. 

Пример . 
Построить в д.с.к. 
прямую 3x-5y-12=0. 

Очевидно, точки 
пересечения с осями 

координат x=0, 
5

12−=y  и x=4,y=0. 

По этим точкам строим прямую. Уравнение в отрезках 
данной прямой имеет вид  

1

5

124
=

−
+ yx

 

Пример. Записать все известные виды уравнений прямой  
по точке    )1,2(0 −M  и перпендикулярному вектору )5,3(N . Как 
обычно получаем уравнение 3(x-2)-5(x-11)=0,  

отсюда общее  3x-5y-11=0, 

уравнение в отрезках  ,1

5

11

3

11
=

−
+ yx

 



уравнение с угловым коэффициентом 
5

11

5

3 −= xy . 

Находим направляющий вектор )
5

3
,1(l ║(5,3) и записываем 

каноническое уравнение  

3

1

5

2 +=− yx
, 

векторное  ltMM ⋅+= 0  или )35(2 jitjiM ++−= . Можно 

записывать его  и в виде  )3,5()1,2( tM +−=  осталось записать 

параметрическое: 




+−=
+=

ty

tx

31

52
 

 
1.7 Нормальное уравнение прямой 
 
Из рисунка 10 видно, что задание перпендикуляра OP, 

опущенного из начала д.с.к. на прямую, вполне определяет эту 
прямую. Для его задания надо знать его направление n , причем 
будем считать 1=n , и длину OP=p. Воспользуемся уравнением 

0),( 0 =− MMN  прямой 

по точке  0M  возьмем 

основание P 
перпендикуляра, тогда 

npP =  и уравнение 
имеет вид                  

0),( =− npMn  или  

0),( =− pMn . 
Полученное 

уравнение называется 
нормальным 
уравнением прямой в 
векторной форме . Что бы перейти к координатам, достаточно 
заметить, что в силу условия  



1=n  его координаты (проекции на оси ) определяются 
углом  α  с осью  Ox: ).sin,(cos ααn Текущая точка М имеет 
координаты её радиус-вектора ),( yxN . Получаем нормальное 
уравнение прямой:  

0sincos =−⋅+⋅ pyx αα  
Вторая задача этого параграфа состоит в том, чтобы найти 

способ из общего уравнения   Ax+By+C=0, ),( BAN , получить 
нормальное . Запишем уравнение в следующем виде  

0),( =+ CMN и умножим на :λ 0),( =⋅+⋅ CMN λλ  
Что бы это уравнение было нормальным, должны 

выполняться условия  
1==⋅=⋅ nNN λλ , 0<−=⋅ pCλ  

Итак .0,
1 <⋅

±
= C

N
λλ  

Пример. Записать уравнение 3x-4y+12=0  в 
нормальной форме. 

5

1
012,

5

1

43

1
22

−=⇒<⋅
±

=
+±

= λλλ    

Нормальное уравнение имеет вид: 

0
5

12

5

4

5

3 =−+− yx  

Удобнее его при решении записывать в виде: 

0
5

1243 =
−

−− yx
  

 
1.8 Расстояние от 

точки до прямой  
 
Пусть дана точка 

)( 00 MM , не принадлежащая 
прямой, определенной 
гормональным уравнением  



0),( =− pMn  и находящейся на расстоянии d от прямой. В 

зависимости от положения точки  0M  вместе с началом О д.с.к. по 
одну или разные стороны от данной прямой получаем 

ndMQOQ ⋅±== 0

___

 . Так как точка Q лежит на прямой, то  

0)( =− pQn . 

Подставляя значения радиус- вектора Q  , получаем 

0)( 0 =−± pdMn , следовательно  

}{ pMnpMnd −=−= )()( 00m . 

Если уберём компенсирующие знаки m , то получим 
величину расстояния со знаком  

pMn −= ),( 0δ
 называемую 
отклонением точки 
от прямой. 
Очевидно, что 0>δ   
для точек 0M  в 
разных 
полуплоскостях и 

0<δ - в одной 
полуплоскости с 
началом О. 

Сравнивая 
нормальные уравнения и отклонение δ , видим, что отклонение 
есть значение левой части нормального уравнения, вычисленное 
для данной точки. 

Пример.  Найти отклонение точки (1,2) от прямой 5x-12y-
20=0. 

3
13

20245

125

16125

0
22

−=−−=
+

−−=
M

yxδ . Итак, точка (1,2) и 

О лежат по одну сторону от прямой и d=3.  
Пример. Найти уравнение биссектрисы внутреннего угла А 

треугольника с вершинами P(1,1), Q(-3,4),R(7,9). 



 
 
Находим уравнения прямых PQ 3x+4y-7=0, PR 4x-3y-1=0 
Находим  

010
5

743

,05
5

134

>=−+=

<−=−−=

R

yx

Q

yx

PQ

PR

δ

δ
 

Следовательно, искомый угол (заштрихованный на рис.12), 
выделяется неравенствами  

.0,0 >< PQPR δδ  Найдем уравнение биссектрисы как 

геометрического места точек М(x,y) из условия PQPR δδ −=  

5

143

5

134 −+−=−− yxyx
 или 7x+y=0. 

1.9 Пучок прямых 
 
Пусть даны две прямые  

0

0

222

111

=++
=++

CyBxA

CyBxA
                                 (1) 

Составим уравнение  
0)()( 222111 =+++++ CyBxACyBxA βα      (2) 

При всяких значениях βα ,  получаем множество, строение 
которого зависит от взаимного положения данных прямых. 

1. В случае 
2

1

2

1

B

B

A

A
≠ , прямые пересекаются в некоторой точке 

),( 000 yxM , которая принадлежит прямой (2). Такое множество 
называется пучком пересекающихся прямых, точка ),( 000 yxM  

называется центром пучка. 
2. Если даны параллельные несовпадающие прямые, то есть 

выполняются условие. 



     
2

1

2

1

2

1

С

С

B

B

A

A
≠= , то уравнение (2) при изменении βα ,  

определяет множество параллельных прямых, которые будем 
называть пучком параллельных прямых. 

 

3. В случае 
2

1

2

1

2

1

С

С

B

B

A

A
==  пучок вырождается в одну 

неподвижную прямую. 
Пример. Найти уравнение прямой, проходящий  через точку 

пересечения прямых  3x-2y+1=0,  x+y-2=0 параллельную оси Ox. 
  
Запишем уравнение пучка в упрощенном виде ( b:αλ = ) 
3x-2y+1+λ (x+y-2)=0, исключающим из рассмотрения 

вторую прямую пучка(так как второе уравнение не может быть 
получено ни при каких значениях λ ). Уравнение искомой прямой, 
параллельной оси Ox , не должно содержать координаты x, 
поэтому 3+λ =0. Подставляя  λ =-3 в уравнение пучка получаем 
уравнение -6y+7=0 искомой прямой. 

Если задан центр ),( 000 yxM  пучка, то уравнение пучка 
можно записать в виде  

,:,0)()( 00 BAyyBxxA ∀=−+−  или в виде 
kxxkyy ∀−=− ),()( 00  . 

В последнем случае исключена из рассмотрения прямая 
0)( 0 =− xx  параллельная оси Oy.                                          

2.Уравнение плоскости 
2.1 Уравнение плоскости по точке и перпендикулярному 
вектору. 

 
Искомое уравнение плоскости в векторной форме по точке   

)( 00 MM  вектору N    имеет вид  

0),( 0 =− MMN                                                                   (1) 



Если заданы координаты      ),,,(),,,( 0000 CBANzyxM    

получаем 
0)()()( 000 =−+−+− zzCyyBxxA                                   (2) 

Раскрывая скобки, получаем общее уравнение  
Ax+By+Cz+D=0                                                                 (3) 
Пример. Найти уравнение плоскости по трём точкам P(2,-

1,3),Q(0,1,2),R(4,5,3).  
 
Прямой путь- подставить координаты точек в уравнение (3) и 

решить систему, получив A,B,C,D. Проще найти 
перпендикулярный вектор  

)16,2,6(

062

122,
________

−−=−−=













=

kji

PRPQN  ║(3,-1,-8) и записать  

уравнение (2) в виде 
Ax+Dy+Cz-( 0)000 =++ CzByAx  . Получаем 3x-y-8z+17=0. 

 
2.2 Уравнение плоскости по точке и направляющим 

векторам 
 

Векторное уравнение  имеет вид  
 ,0 bvauMM ++=                                                           (1) 

где 0M - радиус-вектор данной точки, ba , -векторы, 

параллельные плоскости. Они называются направляющими 
векторами и должны быть непараллельны. Если даны координаты 

),,,(),,,(),,,( 3213210000 bbbbaaaazyxM   то   

)()(( 321321000 kbjbibvkajaiaukzjyixM +++++++++=  

или, проще,  
),,(),,(),,( 321321000 bbbvaaauzyxM ++= . 

Отсюда можно получить и параметрические уравнения 











++=
++=
++=

vbuazz

vbuayy

vbuaxx

330

220

110

 

Из условия (1) можно получить уравнение 0),( 0 =− baMM  

или подробнее  , .0

321

321

000

=
−−−

bbb

aaa

zzyyxx

 

Раскрыв его, получим общее уравнение плоскости. Однако, 
это не лучший способ вычисления этого уравнения. Гораздо 
проще найти   [ ]baN , и записать уравнение плоскости по точке и 
перпендикулярному (нормальному) вектору.  

 
2.3 Исследование уравнений плоскости 

 
Задача состоит в выявлении положения плоскости в 

зависимости от значений коэффициентов общего уравнения 
Ax+By+Cz+D=0. 
1. A=0. Неполное уравнение By+Cz+D=0 определяет плоскость, 

параллельную оси Ox(см. рис 13) 
2. B=0. Читателю пояснить самостоятельно. 
3. C=0. Читателю 

пояснить 
самостоятельно. 
Вывод: если в 

уравнении плоскости 
отсутствует какая –либо 
координата, то плоскость 
параллельна 
соответствующей оси 
координат. 
4. D=0. Плоскость 
проходит через начало 
координат  O(0,0,0), так как имеет однородное уравнение 
Ax+By+Cz=0(см. рис 14) 



5. A= D=0 неполное уравнение By+Cz=0 определяет плоскость 
проходящую через ось Ox (см.рис.15). 
6. B= D=0. Читателю пояснить самостоятельно. 
7. C= D=0. Читателю пояснить самостоятельно. 
8. A=B=0. Уравнение Cz+D=0 определяет z=const. Получаем 
плоскость параллельную плоскости xOy (см.рис 16). 
9. B=С=0. Читателю пояснить самостоятельно. 
10. A=С=0.  Читателю пояснить самостоятельно. 
Случаи:11. A=B=D=0; 12.B=C=D=0; 13. A=C=D=0;и ему подобные 
дают координаты плоскости: 11. z=0;12. x=0; 13.y=0 (см.рис.17)  

 

 
14.A=B=C=0,D≠0 

определяет бесконечно удаленную плоскость. Например, точка 

пересечения с осью Ox P(a,0,0), где 
A

D
a −= . Если D≠0 .A,B,C→0, 

то a,b,c→ ∞  и точки уходят в бесконечность. 
 



  15. A*B*C*D≠0 . Имеем полное уравнение и плоскость 

общего положения, не проходящую через начало координат и не 
параллельную осям (рис.18). 

 
 

 
 
 
 

2.4. Нормальное уравнение плоскости. Расстояние от точки до 
плоскости 

 
Нормальное уравнение в векторной форме имеет вид 

0),( =− pMn  



Где n  - единичный 
нормальный 
(перпендикулярный) вектор, p - 
расстояние от начала координат О 
до плоскости. Так как || n =1, то его 
координаты определяются 
углами его с осями координат 

),cos,cos,(cos γβαn  поэтому в 
координатной форме 
нормальное уравнение имеет вид 

.0coscoscos =−++ pzyx γβα  
Общее уравнение  

),,,(,0 CBANDCzByAx =+++  
Приводится к нормальному умножением на  
 

0,
11

222
<⋅

++±
=

±
= D

CBAN
λλ  

Если дана точка ),,,( 0000 zyxM =  не принадлежащая 
плоскости, то отклонение точки от плоскости равно левой части 
нормального уравнения, вычисленной для данной точки  

,coscoscos 000 pzyx −++ γβα  

а расстояние .δ=d  

 
Пример. Найти уравнение биссектральной плоскости того 

двугранного угла между плоскостями 
I:          2x-y+2z-9=0 
II:         2x+4y+4z+7=0. 
В котором находится точка Р(1, -1, 5). 
Находим  

,0
3

1

3

9-2zy-2x >=+=
P

Aδ  

α

0<δ

Рис.19 

P 



.0
2

9

6

74z4y2x <−=
−

+++=
P

Bδ  

Значит биссектральная плоскость как геометрическое место 
точек, равноудаленных от сторон двугранного угла определится 
условием 

),,(),,( zyxMBzyxMA δδ −=  . Получаем уравнение 6x+2y+6z-

11=0. 
 
 



3. Уравнение прямой в пространстве 
 
Векторное уравнение  

ltMM ⋅+= 0  

В случае задания координат ),,(),,,( 0000 pnmlzyxM  

принимает вид 
 

).,,(),,( 000 pnmlzyxM +=  

 
Отсюда получаем 

параметрические  
mtxx ⋅+= 0 , 

ntyy ⋅+= 0 , 

ptzz ⋅+= 0 , 

и каноническое 

p

zz

n

yy

m

xx 000 −
=

−
=

−
 

уравнения прямой. 
Если прямая задана как 
линия пересечения двух непараллельных плоскостей системой  





=+++
=+++

),,,(,0

),,,(,0

2222222

1111111

CBANDzCyBxA

CBANDzCyBxA
 

то в качестве точки можно взять любое частное решение, 
например, ),,0( 000 yxM  системы и направляющий вектор 

[ ]., 21 NNl =  
 
Пример. Найти основание 2M  перпендикуляра, опущенного 

из точки )3,1,2(1 −M  на прямую 





−=−−
−=+−+

),0,1,3(,073

),1,1,1(,014

Nyx

Nzyx
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0M

M

M

e

Рис.1



Можно решить эти уравнения совместно с уравнением  

0

013

111

112

=
−

−
−+− zyx

 

плоскости, проходящей через данную точку 1M  
перпендикулярно прямой. Можно найти направляющий вектор и 
частное решение 0M : 

[ ] )18,7,0(),4,3,1()4,3,1(, 021 −−−−−== MNNl  

и записать параметрическое уравнение прямой: 
).418,37,()4,3,1()8,7,0( ttttM +−+−=+−−=  

Вектор )421,36,2(21 tttMM +−+−−  перпендикулярен l , если 

.0),( 21 =lMM  

Получающее уравнение дает t=4, следовательно ).2,5,4(0 −M  

 
4. Пучок и связка плоскостей 
 
Если даны две плоскости  

),,,(,0

),,,(,0

2222222

1111111

CBANDzCyBxAII

CBANDzCyBxAI

=+++
=+++  

то множество плоскостей, определяемых уравнением  
,,,0)()( 22221111 βαβα ∀=+++++++ DzCyBxADzCyBxA

называется пучком плоскостей. Если обозначить ,λβα =÷  то 
уравнение пучка можно записать в виде  

,,0 λλ ∀=⋅+ III  
однако в этом случае ни при каких значениях λ  мы не получаем 
вторую плоскость. Если 1N  не параллелен 2N  или, что то же 
самое  

,2,
222

111
21 ==

CBA

CBA
rangNNrang  



то данные плоскости пересекаются и их линия пересечения, 
называемая осью пучка, принадлежит любой плоскости пучка. 
Если IIINN I,21  ,  

или  

,
2

1

2

1

2

1

2

1

D

D

C

C

B

B

A

A
≠==  

имеем пучок параллельных плоскостей. Если все коэффициенты 
пропорциональны, то пучок вырождается в неподвижную 
плоскость. 

Если даны три плоскости, то уравнение  
,,,,0 γβαγβα ∀=++ IIIIII  

определяет множество, называемое связкой плоскостей. Если 

,3,, 321 =NNNrang  

то есть  ,0,,det 321 ≠NNN  то система I=0, II=0, III=0 имеет 

единственное решение и соответствующая точка называется 
центром связки, а сама связка состоит из всех плоскостей, 
проходящих через центр. Рассмотрим 

.

3

2

1

333

222

111

D

D

D

CBA

CBA

CBA

rang  

Если ранг матрицы равен двум, а расширенный – трем, то 
система несовместна. Три данные плоскости пересекаются по трем 
параллельным прямым – ребрам трехгранной призмы, а связка 
состоит из всех плоскостей, параллельных этим ребрам. При 
дальнейшем понижении рангов  связка вырождается в пучок. 

 
Пример. Через прямую 





=+−+
=−+−

022

012

zyx

zyx
 

провести плоскости: параллельно оси Ox и перпендикулярно 
оси Oz. 

Запишем уравнение пучка 



).1,21,2(,0)22(12 λλλλ −+−+=+−++−+− Nzyxzyx  
Плоскость параллельна оси Ox , если x отсутствует λ+2 =0. 

Получаем уравнение  
-5x+3z-5=0, вторая искомая плоскость выделится условием 

),1,0,0(KN  получаем систему ,02 =+ λ  .021 =+− λ  Так как 

система несовместна, то в пучке нет плоскости, перпендикулярной 
оси Oz.  

 
5. Угол между прямой и плоскостью 

 
Чтобы найти угол между прямой  

ltMM ⋅+= 0  

и плоскостью   
0=+++ DCzByAx  

с нормальным вектором ),,,( CBAN  вспомним, что искомым 
является угол ϕ  между прямой и ее ортогональной проекцией на 
плоскость.  

Получаем  

ϕψ sin
)(

cos =±=
lN

lN
 

Частные случаи: 

0)( =Nl - условие параллельности прямой и плоскости. 

lN λ= - условие перпендикулярности прямой и плоскости. 
 
6. Взаимное положение прямой и плоскости 

 
1. Пусть даны плоскость  

),,,(,0 CBANDCzByAx =+++  
и прямая  





=+++
=+++

),,,(,0

),,,(,0

2222222

1111111

CBANDzCyBxA

CBANDzCyBxA
 

Если  



 

,3,, 321 =NNNrang  ),0,,(det 321 ≠NNN  

то точка пересечения определяется как решение 
объединенной системы. Обозначим ранг расширенной матрицы r/. 
При r=2, r/=3 плоскость и прямая параллельны, r=r/=2 прямая 
принадлежит плоскости. 

2. Пусть прямая задана векторным уравнением    
ltMM ⋅+= 0 , 

а плоскость общим  

)0(0)( =+++=+ DCzByAxDNM . 
Совместное решение дает параметр 

)(

)( 0

Nl

DNM
t

+
=  

точки пересечения если .0)( ≠Nl  При 0)( 0 =+ DNM  данная 

точка прямой является точкой пересечения, при 0)( 0 ≠+ DNM , 

0)( =Nl  прямая принадлежит плоскости. 
 
Пример. Найти точку пересечения прямой 

0

1

3

2

2

1 +=−=− zyx
 с плоскостью 0524 =+−+ zyx  

Приравнивая пропорции к t, получаем параметрические 
уравнения x=1+2t, y=2+3y, z=-1. Подставив в уравнение 
плоскости, находим t=-1. Следовательно, точка пересечения  

(-1,-1,-1). 
 
7. Расстояние от точки до прямой и между 

скрещивающимися прямыми 
 

Пусть дана точка 0M  и прямая заданная векторным 

уравнением 
ltMM ⋅+= 1  



Найдем расстояние от точки до прямой как высоту 
параллелограмма, построенного на векторах 01MM  и l  (см. 

рис.21) 

[ ]
.

,01

l

lMM

l

S
h ==  

Построив параллелепипед на векторах 2121 ,, MMll , 
получаем, что прямые являются ребрами, лежащими в 
противоположных гранях, поэтому искомое расстояние найдем 
как высоту параллелепипеда: 

[ ] .
),,(

21

2121

ll

MMll
H ±=  

В случае  
 

прямые пересекаются. В случае параллельности прямых Н не 
определенна. В этом случае расстояние можно найти по формуле 
h, взяв любую точку второй прямой за .0M  

 
8. Общий перпендикуляр двух прямых 

 
Две скрещивающиеся прямые 
 

11 ltMP ⋅+=  

22 ltMQ ⋅+=  
имеют единственный общий перпендикуляр. Чтобы его 

найти, возьмем вектор 
.1212 ltlrMMPQ ⋅−+−=  

Потребовав выполнение условий ,0),(,0),( 21 == lPQlPQ  

получим на t и r систему линейных уравнений. Пусть 0t  и 0r  - 

решения этой системы. Тогда )( 1010 ltMP ⋅+  и )( 1020 lrMQ ⋅+  - 

основания общего перпендикуляра, уравнение которого можно 
записать по точкам.  



Пример. Найти уравнения общего перпендикуляра прямых  
),2,1,1()1,0,2( tP −=  

).4,1,2()9,3,3( −−+= rQ  

Записывая )4,1,2()2,1,1()1,0,2( −−+−= rtP  и условия 

0),( 1 =lPQ  и 0),( 2 =lPQ , получаем систему  

33219

1296

−=−
−=−

rt

rt
 

дающую 0t =1 и 0r =2 . По точкам )1,1,7(),1,1,3( 00 QP −  

записываем канонические уравнения общего перпендикуляра 

10

1

2

3 zyx =−=−
 

Пример даны прямые P=(1,1,0)+t(2,-1,3), 




=−++
=−−+

092

083

zyx

zyx
. 

Найти  уравнение общего перпендикуляра. 
Проверим, пересекаются ли данные прямые. Подставляя в 

систему координаты точки ),3,1,21( tttP −+  получаем одно и тоже 
значение t=2, следовательно, система совместна и дает точку 
пересечения )6,1,5(0 −P . Находим направляющий вектор 

[ ] )5,4,3(211 −== NNl .  
Направляющий вектор общего перпендикуляра 

[ ] )5,1,7(21 −−== lli  и уравнение его  
).5,1,7()6,1,5( −−+−= vM  

 
 



Задания 
  

Задание 1 
 

По двум данным элементам; точкам ,, 21 MM  нормальному 
вектору N  и направляющему вектору l  записать уравнения 
прямой: обще, с угловым коэффициентом, нормальное, в отрезках, 
параметрические, каноническое. 

 
№  Дано №  Дано 

1 )4,3()3,2(1 NM −  14 )3,2()1,3( 21 MM −  

2 )5,0()3,2( 21 MM −  15 )4,3()0,5(1 −lM  
3 )1,2()4,3(1 −− lM  16 )3,2()1,4(1 −− NM  
4 )2,4()1,4(1 −− NM  17 )1,3()5,4( 21 −MM  

5 )4,2()3,1( 21 −MM  18 )3,1()5,3(1 −lM  
6 )3,1()3,2(1 lM −  19 )5,3()2,1(1 −NM  
7 )5,4()4,5(1 −− NM  20 )5,3()0,2( 21 MM  

8 )2,4()1,3( 21 MM −  21 )3,2()5,4(1 lM −  
9 )2,1()3,2(1 −lM  22 )5,3()2,3(1 −NM  
10 )5,3()3,2(1 −NM  23 )2,3()1,2( 21 −MM  

11 )3,2()2,5( 21 −MM  24 )3,4()5,1(1 −− lM  
12 )4,3()5,1(1 −− lM  25 )5,2()1,2(1 −NM  
13 )3,2()3,4(1 −− NM  26 )3,1()3,2( 21 MM −  

 
Задача 2 
 
По данным вершинам A, B, C, уравнениями сторон a, b, c или 

основанию высоты BK найти: координаты вершин; уравнения 
сторон; угол А; высоту ВК; уравнение высоты ВК; уравнение 
медианы CL; биссектрисы внутреннего угла А; уравнение прямой  
BS||b. 

 



№ вар. Дано 
1 A(2,3), B(6,0), C(-3,-9) 
2 a:19x+5y-101=0, b: 15x+8y-23=0, c: 4x-3y-1=0 
3 a:7x-y+25=0, c: 4x+3y=0, K(0,0) 
4 A(1,1), B(-23,-6), C(-7,-14) 
5 a: x-6=0, b: 3x-4y-2=0, c: 3x+4y-6=0 
6 a: x+6y+9=0, c: 5x+12y-27=0, K(3,-4)  
7 A(2,1), B(0,-1), C(3,0) 
8 a: x-y+2=0, b:x-5=0, c:3x-4y-15=0 
9 a: 6x-y-17=0, c: 12x-5y+5=0, K(5,1) 
10 A(1,1), B(4,5), C(-11,-4) 
11 a: 5x-19y-63=0, b: 3x+4y-7=0, c: 8x-15y+7=0 
12 a: x+4y-14=0, c: 3x+4y-10=0, K(2,4) 
13 A(1,-1), B(-3,2), C(-11,-4) 
14 a: x+y+7=0, b: 12x+5y-7=0, c: 15x+8y-7=0 
15 a: 17x-6y-98=0, c: 4x+3-1=0, K(1,-5) 
16 A(-1,1), B(-3,2), C(14,-7) 
17 a: 3x-y+7=0, b: 15x-8y-7=0, c: 3x-4y+1 
18 a: 4x+y-11=0, b: 4x+3y-1=0, c: 12x+5y-7=0 
19 A(1,-1), B(-11,4), C(-3,2) 
20 a: 2x-7y+27=0, b: 4x-3y-1=0, c: 5x-12y+7=0 
21 a: 3x+2y-23=0, c: 3x-4y+1=0, K(5,1) 
22 A(-1,1), B(14,-7), C(3,2) 
23 a: 4x-y-5=0, b: 12x-5y+7=0, c: 4x-3y+1=0 
24 a: 2x-3y-23, c: 4x+3y-1, K(1,-5) 
25 A(1,-1), B(-7,14), C(-2,3) 
26 a: 11x-5y-19=0, b: 15x-8y-7=0, c: 4x-3y-1=0 
 
Задача 3 

 
Найти уравнение прямых, проходящих через точку 1A  под 

углом ϕ  к прямой 1a . Найти уравнения прямых 2a , 3a  

образующего треугольника, его площадь, уравнения прямых γ :  

22 ϕ∈A , .33 γ∈A   



 
 

№ 
вар. 

1A  1a  ϕ  Прямая γ  

1 
1A (2,-1) 2x-3y-1=0 45° γ∈)0,0(O  

2 
1A (0,0) 2x-y+1=0 60° OX||γ  

3 
1A (3,-1) x-y+5=0 30° OY||γ  

4 
1A (3,2) 4x-5y+1=0 45° γ∈)0,0(O  

5 
1A (3,-2) 3x-y+1=0 60° OX||γ  

6 
1A (-2,0) 3x-y-2=0 30° OY||γ  

7 
1A (1,2) 3x+5y-7=0 45° γ∈)0,0(O  

8 
1A (2,0) 3x-y+1=0 60° OX||γ  

9 
1A (0,-2) x+y-2=0 30° OY||γ  

10 
1A (2,3) 4x+3y-7=0 45° γ∈)0,0(O  

11 
1A (2,3) 053 =+− y  60° OX||γ  

12 
1A (4,1) x-y=0 30° OY||γ  

13 
1A (2,4) 3x+5y+8=0 45° γ∈)0,0(O  

14 
1A (2,0) x- 3 y+1=0 60° OX||γ  

15 
1A (3,2) 2x-y-1=0 30° OY||γ  

16 
1A (4,-5) 3x-4y+1=0 45° γ∈)0,0(O  

17 
1A (1,0) x- 3 y+2=0 60° OX||γ  

18 
1A (0,2) x- 3 y+2=0 30° OY||γ  

19 
1A (2,-5) 2x+3y+5=0 45° γ∈)0,0(O  

20 
1A (3,0) x- 3 y=0 60° OX||γ  

21 
1A (2,3) x- 3 y+1=0 30° OY||γ  

22 
1A (2,-3) 3x-5y+2=0 45° γ∈)0,0(O  

23 
1A (2,0) x- 3 y+1=0 60° OX||γ  

24 
1A (2,0) x-y+1=0 30° OY||γ  

25 
1A (2,-5) 2x-4y+1=0 45° γ∈)0,0(O  



26 
1A (-1,2) x- 3 y-2=0 60° OX||γ  

Задача 4 
 

По данным найти уравнения плоскости: общее, нормальное, 
в отрезках, векторное, параметрическое. Найти уравнение 
параллельной плоскости, проходящей через  0M  и расстояние 
между параллельными плоскостями: 

 
№ 
вар. 

Точки плоскости Направляющие 
векторы 

0M  

1 
1M (3,-1,2), 2M (0,3,4) a (4,0,1) (3,4,7) 

2 
1M (2,1,0), 2M (3,-2,1), 

3M (4,0,-1) 

 (7,2,3) 

3 
1M (3,1-2) a (1,0,4), b (2,1,0) (5,0,0) 

4 
1M (4,0,-1), 2M (2,3,0) a (3,5,-1) (4,1,0) 

5 
1M (3,0,-1), 2M (1,0,-2), 

3M (5,1,3) 

 (4,1,0) 

6 
1M (4,0,-1) a (2,0,-1),b (0,2,1) (-3,1,5) 

7 
1M (4,0,2), 2M (3,1,4) a (2,3,-4) (4,-5,1) 

8 
1M (2,4,0), 2M (0,-3,1), 

3M (5,1,3) 

 (2,1,3) 

9 
1M (5,0,1) a (1,0,2),b (5,3,1) (6,0,2) 

10 
1M (3,5,1), 2M (0,-2,3) a (4,5,0) (7,0,-2) 

11 
1M (3,4,-5), 2M (4,4,-7), 

3M (5,6,-6) 

 (4,-6,7) 

12 
1M (2,2,0) a (-2,1,3),b (3,2,0) (-1,2,5) 

13 
1M (3,-2,1), 2M (2,0,4) a (2,0,1) (1,-7,2) 

14 
1M (2,-1,3), 2M (0,1,3), 

3M (0,3,1) 

 (2,1,5) 

15 
1M (3,2,4) a (2,1,0),b (1,2,-3) (4,1,-5) 



16 
1M (3,-2,0), 2M (4,0,-3) a (0,1,3) (5,0,-2) 

17 
1M (6,0,0), 2M (1,-2,3), 

3M (2,3,3) 

 (4,1,-5) 

18 
1M (2,3,-4) a (0,1,2),b (3,1,2) (2,0,5) 

19 
1M (-2,-3,1), 2M (-4,0,2) a (1,2,0) (2,3,-5) 

20 
1M (3,1,2), 2M (0,-2,1), 

3M (4,1,4) 

 (4,5,0) 

21 
1M (3,-2,2) a (2,-1,0),b (3,2.4) (4,5,0) 

22 
1M (2,3,-5), 2M (0,3,1) a (1,3,2) (1,1,5) 

23 
1M (2,3,-1), 2M (0,1,3), 

3M (3,-1,0) 

 (2,3,5) 

24 
1M (2,-4,1) a (1,2,-1),b (4,01) (5,-1,6) 

25 
1M (3,-1,0), 2M (2,4,1) a (2,0,1) (-2,3,6) 

26 
1M (2,0,-1), 2M (1,3,5), 

3M (3,1,-2) 

 (3,-5,1) 

  
 

Задача 5 
 

Доказать, что прямые параллельны, найти уравнение 
проходящей через них плоскости, расстояние между прямыми. 
Доказать, что данная плоскость перпендикулярна прямым и найти 
уравнение общего перпендикуляра прямых, лежащего в 
плоскости. 

 
№ 
вар. 

Первая прямая Вторая прямая Плоскость 

1 

0

2

1

3

2

1 −=
−
+=− zyx

 




=+−+
=−+

01342

02

zyx

zyx
 

4x-2y-1=0 

2 

2

3

0

4

1

2 −=+=− zyx
 





=−+
=−−+
024

0622

zyx

zyx
 

2x+4z-2=0 



3 

2

3

3

1

2

+=−= zyx
 





=−
=++−

02

01

zx

zyx
 

4x+6y+2z-1=0 

4 

3

1

21

2 −==
−
+ zyx

 




=+−
=−+
0

022

zyx

yx
 

2x-4y-6z+1=0 

5 

12

1

3

2

−
=+=− zyx

 




=−+
=+−

012

0

zy

zyx
 

6x+4y-2z=0 

6 

2

4

0

2

1

3

−
+=+=− zyx

 




=+−
=−++
02

0432

zyx

zyx
 

2x-4z-2=0 

7 

1

3

2

1

0

1

−
−=−=+ zyx

 




=−++
=++

0223

02

zyx

zyx
 

6y-3z-1=0 

8 

32

3

1

2 zyx =
−
+=−

 




=−−
=−−

033

0

zx

zyx
 

2x-4y+6z=0 

9 

0

3

2

1

3

2 −=+=− zyx
 





=+−+
=−+

02232

032

zyx

zyx
 

9x+6y-1=0 

10 

3

2

12

3

−
−==− zyx

 




=−+
=++

032

0

yx

zyx
 

4x+2y-6z-5=0 

11 

2

1

0

3

1

2

−
+=−=− zyx

 




=++−
=++

0324

02

zyx

zyx
 

3x-6z+1=0 

12 

2

1

3

2

1

+=
−
−= zyx

 




=+−+
=++

045

0

zyx

zyx
 

2x-6y+4z-3=0 

13 

1

2

3

1

2

3 −=
−
−=

−
+ zyx

 




=−−
=−+

013

0

zy

zyx
 

2x-3y-z-2=0 

14 

3

2

2

1

1

+=
−
−= zyx

 




=−−
=−−

0232

0

zx

zyx
 

3x-6y+9z-1=0 

15 

32

1

1

2 zyx =−=
−
+

 




=−+
=+

013

02

zx

yx
 

x-2y-3z-11=0 



16 

0

2

1

3

2

1 −=
−
+=− zyx

 




=−+
=−+

042

022

zyx

yx
 

4x-2y-3=0 

17 

2

1

1

2

3

−=
−
+= zyx

 




=−+
=−+

032

0

zy

zyx
 

6x-2y+4z-1=0 

18 

0

1

2

3

1

2 −=+=− zyx
 





=+−−
=+−

0324

02

zyx

zyx
 

2x+4y-5=0 

19 

2

3

1

2

3

1 −=
−
−=+ zyx

 




=−+
=−+

012

0

zy

zyx
 

6x-2y+4z-1=0 

20 

3

1

2

3

1

2 −=
−
+=− zyx

 




=−−
=−+
0

022

zyx

yx
 

2x-4y+6z-3=0 

21 

2

2

1

3

1

2

−
+=−=− zyx

 




=−−+
=−−

03332

032

zyx

zyx
 

3x+2z-7=0 

22 

2

2

1

3

1

2

−
+=−=− zyx

 




=+++
=−−

02123

05

zyx

yx
 

x+y-2z-5=0 

23 

312

zyx =
−

=  




=−+
=−++
022

085

yx

zyx
 

2x-y+3z+11=0 

24 

5

15

2

4

1

4 −=
−
+=− zyx

 




=+−−
=−

022

05

zyx

zx
 

x-2y+3z+2=0 

25 

12

2

3

1

−
=

−
−=+ zyx

 




=−
=−++

02

02

zy

zyx
 

3x-2y-z-6+0 

26 

1

5

2

4

1

3

−
+=−=− zyx

 




=−
=−++

02

093

yx

zyx
 

x+2y-z+3=0 

  



Задание 6 
 

Найти точку пересечения прямой с плоскостью и угол между 
ними. Найти уравнение ортогональной проекции прямой на 
плоскости. 

№ 
вар. 

Плоскость Прямая 

1 x-2y+z=0 





=+−+
=−−

032

02

zyx

zyx
 

2 5x-3y-5=0 





=+−+
=−+

0123

02

zyx

zyx
 

3 5x-y+3z-1=0 





=−−+
=+−

042

023

zyx

zyx
 

4 4x-5y+1=0 





=−+−
=+−

0142

0322

zyx

zyx
 

5 3x-z-2=0 





=−+−
=+−

02332

02

zyx

zyx
 

6 y-z=0 





=−+−
=−+

032

02

zyx

zyx
 

7 2x-z-1=0 





=−++
=++

022

03

zyx

zyx
 

8 3x+y-z-2=0 





=−−+
=−+

0142

03

zyx

zyx
 

9 x+z-3=0 





=−−+
=−+

0332

024

zyx

zyx
 

10 x-y-1=0 





=−++
=+−

023

0

zyx

zyx
 

11 2x+y=0 





=−−+
=+−

033

022

zyx

zyx
 



12 3x+z+1=0 





=+−+
=+−

013

022

zyx

zyx
 

13 x-2y-z+6=0 





=−++
=−+

0623

0

zyx

zyx
 

14 x-z=0 





=+++
=++

0442

032

zyx

zyx
 

15 x-2=0 





=+−+
=−+

0624

032

zyx

zyx
 

16 3x+y+2z+5=0 





=+++
=−+

0422

023

zyx

zyx
 

17 x-y-z=0 





=−++
=+−

0622

03

zyx

zyx
 

18 x+z=0 





=−−+−
=+−

072

03

zyx

zyx
 

19 x+2y-z=0 





=+−+
=−−

032

02

zyx

zyx
 

20 x+y-2z=0 





=−−+
=−+

042

032

zyx

zyx
 

21 y+2z-5=0 





=+−+
=−−+

033

022

zyx

zyx
 

22 x-2y-z+1=0 





=−−−
=+−+

0322

01

zyx

zyx
 

23 2x+y-z-1=0 





=−++
=−++

0332

012

zyx

zyx
 

24 3x-y-1=0 





=+−
=−−+
0

02

zyx

zyx
 



 
Задание 7 

 
Найти угол между биссектральной плоскостью двугранного 

угла между данными плоскостями, содержащего точку 0M , и 

плоскостью, проходящей через ось двугранного угла параллельно 
указанной оси. 

 
№ вар. Плоскость Плоскость 

0M  Ось 

1 x+2y-2z+1=0 2x-y+2z-5=0 (1,3,0) OX 
2 2x-3y+6z-13=0 3x+6y-z+9=0 (2,0,1) OY 
3 x-4y+8z-9=0 8x+y-4z+18=0 (4,0,3) OZ 
4 2x-6y+9z-7=0 6x+9y-2z+11=0 (1,2,1) OX 
5 4x-4y+7z-1=0 7x+4y-4z+5=0 (3,0,0) OY 
6 2x+y-3z-2=0 3x-2y+z+6=0 (2,2,1) OZ 
7 2x-y+2z-3=0 x+2y+2z+7=0 (0,4,0) OX 
8 3x-2y+6z-7=0 2x+6y-3z+2=0 (3,0,1) OY 
9 8x-y+4z-5=0 4x+8y-z+2=0 (0,5,0) OZ 
10 6x-2y+9z-7=0 2x+9y-6z+11=0 (3,0,0) OX 
11 7x+4y-4z-10=0 4x-4y+7z+3=0 (0,0,5) OY 
12 x+y-2z-3=0 2x-y+z+5=0 (2,0,1) OZ 
13 2x-2y+z-3=0 x+2y+2z+7=0 (2,2,1) OX 
14 3x-6y+2z-1=0 6x+2y-3z+5=0 (3,2,0) OY 
15 4x-8y+z-3=0 8x+y+4z+7=0 (1,0,1) OZ 
16 6x-9y+2z-3=0 2x+6y-9z+1=0 (2,2,0) OX 
17 4x-4y+7z-2=0 7x+4y-4z+5=0 (0,1,0) OY 
18 X+2y-3z-1=0 2x-3y-z+3=0 (3,1,2) OZ 
19 x-2y+2z-2=0 2x-y+2z+4=0 (5,0,0) OX 
20 3x+6y-2z-3=0 2x-3y+6z+1=0 (5,1,1) OY 
21 6x+2y-3z-1=0 2x+6y-3z+7=0 (6,0,0) OZ 
22 3x+2y-6z-11=0 3x+6y-2z+10=0 (0,1,0) OX 
23 x-8y+4z-2=0 4x+8y-z+5=0 (2,5,0) OY 

25 3x+2y-z-1=0 





=−++
=−−

03

02

zyx

zyx
 

26 x-y+2z+1=0 





=−++
=+−

05

023

zyx

zyx
 



24 4x+8y-4z-5=0 8x-4y-4z+7=0 (1,0,0) OZ 
25 3x-4y-7=0 4x+3z+1=0 (2,0,1) OX 
26 2x+2y+z-5=0 2x-y+2z+3=0 (1,0,1) OY 

 
Задача 8 

 
Найти расстояния ijd  и угол ijϕ  между прямыми ia , ja , 

уравнения общих перпендикуляров 2312,PP , пар прямых 3221 , aaaa , 

уравнения плоскостей 1312,ππ , проходящих через пары прямых 

3121 , aaaa . 

 
№ 
вар 

Прямая 2a  Прямая 1a  Прямая 3a  

1 

21

7

1

2

−
=+=− zyx

 




=−+
=−−+
042

012

zx

zyx

 θ
θ

θ

23

;56

;1

−−=
−−=

+=

z

y

x

 

2 

11

3

2

1

−
=+=+ zyx

 




=++
=−−+
012

012

zx

zyx

 θ
θ

θ

−−=
−−=

+=

4

;51

;22

z

y

x

 

3 

21

13

3

1

−
=+=− zyx

 




=−+
=−−+
0232

0423

zx

zyx

 θ
θ

θ

29

;1310

;38

−−=
−−=

+=

z

y

x

 

4 

11

3

1

3

−
=+=− zyx

 




=−+
=−−+
03

03

zx

zyx
 

θ
θ

θ

−−=
+−=

+=

4

;23

;5

z

y

x

 

5 

21

10

2

1 zyx =+=−
 





=−−
=−++

01

0122

zx

zyx

 θ
θ

θ

+=
−−=

+=

6

;415

;11

z

y

x

 

6 

21

5

1

2 zyx =+=−
 





=−−
=−++
042

032

zx

zyx

 θ
θ

θ

27

;513

;8

+=
−−=

+=

z

y

x

 



7 

11

10

3

1 zyx =+=+
 





=+−
=+++
013

023

zx

zyx

 θ
θ

θ

+=
−−=

+=

1

;106

;313

z

y

x

 

8 

11

4

2

1 zyx =+=−
 





=−−
=−++
012

042

zx

zyx

 θ
θ

θ

+−=
−−=

=

3

;55

;2

z

y

x

 

 
9 

25

7

1

2

−
=

−
+=− zyx

 




=−+
=−−+
042

012

zx

zyx

 θ
θ

θ

21

;510

;1

−=
−=
+−=

z

y

x

 

10 

11

10

3

1 zyx =+=−
 





=−−
=−++
013

043

zx

zyx

 θ
θ
θ

+−=
−=

+−=

7

;1013

;310

z

y

x

 

11 

11

4

1

3

−
=+=+ zyx

 




=++
=+−+
03

04

zx

zyx
 

θ
θ

θ

−−=
−−=
+−=

4

;27

;1

z

y

x

 

12 

21

7

2

2 zyx =+=−
 





=−−
=−++

02

0622

zx

zyx

 θ
θ

θ

22

;825

;28

−=
−−=

+=

z

y

x

 

13 

21

3

1

1 zyx =+=−
 





=−−
=−++
022

042

zx

zyx

 θ
θ

θ

21

;514

;6

+=
−−=

+=

z

y

x

 

14 

21

9

1

1

−
=+=− zyx

 




=−+
=+−+
042

012

zx

zyx

 θ
θ

θ

21

;521

;

−−=
−−=

=

z

y

x

 

15 

11

8

2

2

−
=+=− zyx

 



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022

zx

zyx

 θ
θ
θ

−=
−=
+−=

1

;513

;25

z

y

x

 



16 
?

1

7
? =+= y

 




=++
=−−+
013

013

zx

zyx
 

θ
θ

θ

−−=
−=
+−=

1

;1035

;38

z

y

x

 

17 

11

7

1

1

−
=+=− zyx

 




=−+
=+−+
01

03

zx

zyx
 

θ
θ
θ

−=
−=
+−=

z

y

x

;24

;1

 

18 

11

8

1

1 zyx =+=−
 





=−−
=+++
01
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zx

zyx
 

θ
θ

θ

+−=
−=
+=

1

;24

;2

z

y

x

 

19 

11

3

2

1 zyx =+=−
 





=−−
=−++
012

052

zx

zyx

 θ
θ

θ

+=
−−=

+=

1

;56

;28

z

y

x

 

20 

11

8

3

2 zyx =+=−
 




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023

093

zx
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 θ
θ

θ
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−−=

+=

1

;1015

;315

z

y

x

 

21 

21

2

1

1 zyx =+=−
 




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=−++
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zx

zyx

 θ
θ

θ

29

;53

;8

+=
−−=

+=

z

y

x

 

22 

21

3

1

2

−
=+=+ zyx

 



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012

zx

zyx

 θ
θ

θ

2
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−−=

+−=

z

y

x

 

23 
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1

1
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



=+−
=−++
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zyx
 

θ
θ

θ
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+=

1

;21

;2

z

y

x

 

24 
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10

3

2 zyx =+=−
 





=−−
=−++
023
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zx

zyx

 θ
θ

θ

+−=
−−=

+=

2

;1020

;36

z

y

x

 

25 

11

4

2

1 zyx =+=−
 




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=−++
012

042

zx

zyx

 θ
θ

θ

+=
−−=

+=

2
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;22

z

y

x

 



26 

11

1

1

2

−
=+=− zyx

 




=−+
=−−+
02

04

zx

zyx
 

θ
θ

θ

−=
−−=

=

z

y

x

;22
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